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摘    要： 从力学的角度出发，如何准确地建立小行星附近的引力场模型是小行星研究中最为基础、最为关键的部分。

提出一种基于多面体模型的模拟小行星附近引力场的方法。该方法的准确性一方面取决于多面体模型的精细程度，即模型

分辨率，另一方面取决于勒让德级数的截断误差。选取均质小行星模型，求取其引力场并与使用原有多面体方法求得的引

力场进行对比，以此验证本方法的可行性。通过对形状参数相同的均质、非均质多面体模型附近的引力场进行对比来说明

非均质小行星引力场建模的重要意义。
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0    引    言
20世纪90年代以来，随着科学技术水平的不断提

高，人类的目光已经不再局限于太阳系内的八大行

星，深空探测迎来了空前的发展机遇。在科学研究方

面，小行星研究作为21世纪深空探测重要主题之一，

已然引起人们的广泛关注。据不完全统计，近10年
来，Science杂志以asteroid为主题词搜索，有超过

110篇原创论文(research)，Nature杂志更是超过有

136篇原创论文，279篇新闻(news)，小行星的研究已

经空前深入。在工程任务方面，主要有美国的“近地小

行星探测”任务、“深度撞击”任务，日本的“隼鸟号”任
务以及欧空局的“罗塞塔”任务等等。中国的“嫦娥2号”
卫星也曾于700万千米深空飞越“图塔蒂斯”号小行星，

开启了中国人的小行星探测记录。

相较于近球形的大行星和天然卫星，小行星的质

量较小而且形状不规则，这使得它们的动力学特性也

更加复杂，并且存在着巨大的个体差异。如何建立模

型来真实全面地描述小行星的引力场，是研究小行星

附近动力学环境的基础。常用的引力场描述方法主要

分为两大类。第一类是级数逼近法，此类方法主要是

通过无穷级数来逼近引力势函数，利用级数的规律来

反映引力的规律，进而完成引力场建模。比较典型的

有球谐函数法和椭球谐函数法。第二类方法是模型逼

近法。该方法使用可以较为精确地求解势能的模型从

形状上来逼近所研究的小行星，进而可以用模型的势

函数来代替所研究小行星的势函数作为求解对象。这

类方法主要有三轴椭球方法和多面体模型方法[1]。考虑

到收敛性和准确性，基于多面体模型的引力场建模方

法被认为是目前较为先进的小行星研究方法，自20世
纪90年代以来得到长足发展。小行星的多面体模型划

分如图1所示。Werner于1993年提出了基于多面体模型

的均质小行星引力场求解方法[2]。Miller等(2002)提出

了应用地面天文观测数据确定小行星形状、密度和运

动参数的方法[3]。Scheeres等于2004年利用雷达数据研

究了小行星25143 Itokawa附近的动力学环境，并发现

了其本体系下的4个平衡点[4]。Wang等(2014)利用均质

多面体模型计算了一系列小行星的引力场，并研究了

每颗小行星的平衡点、稳定性及其拓扑结构分类[5]。

Fahnestock和Scheeres (2006)提出了基于双多面体模型

的全二体运动仿真方法，第一次将多面体方法应用于

多小行星系统的研究中[6]。张振江等(2010)利用均质多

面体模型计算了小行星433 Eros附近的引力场数据作为

虚拟测量量，以此反解出小行星433 Eros的球谐系数。
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通过对比该法求得的球谐系数与美国“近地小行星探

测”任务中测得的球谐系数，证实了小行星433 Eros并
非均质[7]。Scheeres等(2000)就利用多面体模型和球谐

函数相结合的方法，给出了小行星433 Eros的一种可能

的非均质模型[8]。

前文中曾提到，Fanhnestock和Scheeres(2006)提出

基于双多面体模型的全二体运动仿真方法，该方法的

基础是求取多面体间的相互势能及其偏导数。该方法

先将多面体分别离散为若干四面体单体，进而把求解

两个多面体间相互势能的问题转化为求解分别取自两

个多面体的两个四面体单体间的相互势能并二重求和

的问题，因此适用于非均质多面体的情况。不难想

到，如果把其中一个多面体的体积缩小直至其成为一

个质点，求解两个多面体间相互势能的方法就可以用

来求解单个多面体的引力场。与双多面体模型类似，

该方法可以考虑非均质多面体的情况，进而可以实现

非均质小行星的引力场建模。但是该方法的存在截断

误差，对于小行星形状极不规则或者距离小行星极近

的情况，该方法精度有限。

本文的前两节分别从理论上给出了求解非均质小

型附近引力场和平衡点的方法。在第3节中，验证了此

方法的准确性，评估了小行星可能存在的非均质特性

对小行星附近动力学环境造成的影响，希望借此引起

读者对于非均质引力场模型的重视。最后，对后续工

作做出了展望。

1    非均质小行星引力场的确定

1. 1  小行星的多面体模型划分

图1给出了小行星多面体模型划分的样例。根据观

测数据，可以将小行星表面划分为若干三角形单元。

可以根据小行星形状的复杂程度和目标精度来决定三

角形网格的细密程度。表面单元划分完成后，便可以

使用多面体代替小行星作为研究对象。将多面体表面

三角形的顶点分别与多面体质心相连，可以构成与表

面三角形个数相当的若干四面体单体。求解整个多面

体引力场的问题便可以转换为求解各个单体在该点的

引力场并线性叠加的问题。

1. 2  多面体引力场的表达式

整个多面体对于多面体外部任意一点的引力势能

为

UA = ¡G
Z Z Z

A

½A
1

da = ¡G
X
a2A

½a

Z Z Z
a

1
da (1)

其中：a表示多面体A中的任意一个四面体单体；ρa代
表其密度；r表示单体内任意一点到目标质点的矢量。

不难看出这是一个比较复杂的三重积分问题，要解决

这个问题，可以利用勒让德级数把被积函数展开，把

任意形状的四面体单体变换为有三条棱单位正交的标

准四面体单体，并作为积分区域进行三重积分。具体

的过程可以参考文献[6]，在文献[9]中有更为详细的叙

述。与上述两篇参考文献相比，本文有几点不同。其

一，本文将上述文献中研究的双多面体模型简化为多

面体-质点模型，所以与多面体B相关的尺寸变量都退

化为0；其二，出于精度方面的考虑，本文保留了被积

函数的0~4阶级数展开项；其三，本文假设每个四面体

单体拥有独立的密度，考虑了非均质情况。综合上述

3点，需要将文献中的公式做出一些调整，得到最终的

势能表达式为

 
图 1    小行星的多面体模型划分

Fig. 1    Polyhedron models of the asteroids
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式(2)使用了张量符号，但是张量的上、下脚标仅被用

来区分其内、外积运算，并无其他含义。式(2)中符号

的定义式为

a =

264 ¢x
a
1 ¢x a2 ¢x a3

¢ya1 ¢ya2 ¢ya3
¢z a1 ¢z a2 ¢z a3

375 ; i
j =

264 i

i

i

375 =
¡ a;

i = j i
j ;

ij = i
p
j
p =

i j + i j + i j

¢x an其中： 表示在多面体的本体系下表示的四面体单

体a的第n个表面顶点的x坐标，Ta中的其他项同理；

R表示在多面体本体系下表示的从多面体质心指向多

面体外目标质点的矢量；Q0~Q i j k l分别代表了一组

0~4阶张量，对于多面体的所有单体而言，这些张量完

全相同，且在积分过程中不会发生变化，这里直接给

出其表达式
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综上，任意给定多面体外部的一个质点，利用公

式即可求解该点处的引力势能，进而可以确定小行星

附近的引力场。

2    非均质小行星的引力与平衡点

2. 1  非均质多面体模型对周围质点的引力计算

利用理论力学的相关知识可知，多面体附近质点

所受的引力与其引力势能之间存在以下关系

REL = ¡
@U
@

(3)

求取上述偏导数的方法主要有两种。其一是数值

方法，即利用导数的物理意义，使得R有一个微小的

增量ΔR，并求解相应的ΔU，最后通过计算二者的比

值来近似求解偏导数。这种方法需要多次计算多面体

的引力势能，而且对于不同尺度的问题需要确定不同

量级的ΔR，在实际应用中并不可取。其二是理论推导

方法，该方法在公式的基础上直接对R求取偏导数而

不需要求解多面体的引力势能。相比之下，第二种方

法的计算量较小，且不会产生额外的数值误差，本文

选用第二种方法。这里直接给出多面体引力的表达式
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X
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其中

只要将多面体的形状参数、密度分布和目标点的

位置矢量代入式(4)即可求得该点所受的引力。利用这

种方法可以求取旋转小行星附近的平衡点位置。

2. 2  旋转小行星附近的平衡点计算

在小行星本体系中，任意质点(矢径为R)的有效势

能为

V = U¡ T0 = U¡ 1
2
(­£ ) ¢ (­£ ) (5)

其中：U可由式(4)得到。由于小行星绕其中心惯量主

轴Z轴转动，因此式(5)可以简化为

@Û0
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V = U¡ T0 = U¡ 1
2
!2 ¡x 2 + y2¢ (6)

L i = (x i; yi; zi)

利用航天器动力学的相关知识可知，满足有效势

对位移的一阶导数为零的点即为旋转小行星附近的平

衡点。求解以下方程可以得到平衡点的位置，记为

。8><>:
Ux + !2x = 0
Uy + !2y = 0
Uz = 0

(7)

平衡点位置的确定是小行星附近轨道动力学研究

中一项十分重要的工作，利用本文方法求解非均质小

行星附近点的引力势，并代入式(7)，即可求解小行星

附近平衡点位置。

3    准确性验证与算例展示

3. 1  方法准确性检验

前文提到，文献[2]开发出一套求解小行星附近引

力场精确解的方法，文献[4]应用该方法求解了一系列

小行星附近的引力场和平衡点分布，这里暂且将该方

法称为传统方法。本文提出了求解非均质小行星附近

引力场和平衡点的方法，为了检验算法和程序的准确

性，令小行星各部分的密度相同，分别使用传统方法

与本文方法求解小行星附近的引力场和平衡点，通过

比较二者差异检验本文方法的准确性，结果如下。

选取小行星951 Gaspra，分别使用传统方法和本文

方法求取该小行星引力场和平衡点。引力场对比图如

图2所示，平衡点位置如表1所示。

 
图 2    以小行星951Gaspra的形心为中心，半径12 km的球面上的引力场分布图

Fig. 2    Contour plots of the gravitational potential of 951Gaspra on a sphere of 12 km radius

第 1 期 杨墨等：一种利用非均质多面体模型确定小行星附近引力场的方法 37



通过上述比较可以发现，使用本文方法求得的小

行星附近引力场和平衡点位置与使用传统方法求得的

结果相差较小(相对误差小于2%)，从而验证了本文方

法的准确性。值得说明的是，本文利用勒让德级数求

解引力势时只保留了其0~4阶项，故本方法存在一定的

截断误差。在本例中，L2点、L4点的x坐标最大绝对

误差达到近200 m，但是考虑到这两个点都位于小行星

本体系的x轴附近，y坐标占主导，x坐标相对于y坐标

的误差大约在1.5%左右，仍然认为误差较小。

3. 2  均质、非均质小行星引力场对比

在目前的研究中，大都把小行星视为均质体以降

低问题的复杂程度。但是对于宇宙中真实存在的天体

而言，均质体所占比例少之又少。如果考虑到小行星

可能存在的非均质特性，应用传统方法求得的引力场

和平衡点势必存在误差。为了衡量这种潜在的误差，

我们假设我们观测到的小行星并非均质体，并研究它

们相应的引力场分布与平衡点位置。通过比较非均质

模型与均质模型之间的差别可以衡量上述误差，进而

说明非均质引力场模型的研究价值。

依旧选取小行星951 Gaspra作为研究对象，利用本

文方法分别求出均质情况下它的引力场分布和平衡点

位置。在现有的研究数据中，小行星951 Gaspra被分割

成了5 040个四面体单体。在考虑非均质引力场特性

时，假设其靠近x轴正方向的1 040个单体的密度由原

来的2 700 kg/m3增加到3 700 kg/m3，靠近x轴负方向的

1 000个单体的密度减少为到1 700 kg/m3，并计算其引

力场和平衡点位置。值得说明的是，对于951 Gaspra这
类两端不对称的小行星而言，上述假想质量分布是完

全可能存在的。两种情况下的对比结果如图3和表2所
示。

本例仅仅考虑了小行星在本体系x轴方向上可能存

在的非均质特性，观察图3可以发现，其附近的引力场

发生了明显的变化。通过表 2进一步得出， 9 5 1
Gaspra的x轴上的平衡点相对于形心的位置发生了明显

的变化，特别是L3点相对于原来位置的偏移量已经达

到10%。选取其他小行星重复上述过程，结果类似，

这里不再给出具体算例。

综上，小行星可能存在的非均质特性会在很大程

度上影响小行星附近的动力学环境，需要予以足够的

重视。

4    结束语

本文以双多面体模型相互势能求解方法为基础，

提出了一种新的基于多面体模型的非均质小行星的引

力场研究方法。从理论上给出求解非均质小行星引力

场、平衡点的公式，并通过与以往成熟工作的对比检

验了本方法的准确性。考虑了小行星可能存在的非均

质特性，评估了该特性对小行星附近动力学环境可能

表 1   小行星951 Gaspra平衡点相对于形心的坐标

Table 1   Positions of the equilibrium points for asteroid 951
Gaspra

位置 方法 x坐标 y坐标 z坐标

L1
传统方法 14 737 –4 102

本文方法 14 465 6 37

L2
传统方法 1 901 13 039 11

本文方法 1 761 12 956 15

L3
传统方法 –14 213 –118 26

本文方法 –14 097 17 45

L4 传统方法 1 988 –13 044 15

本文方法 1 797 –12 978 12
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造成的影响，希望借此引起读者和广大研究人员对于

非均质引力场模型的重视。

影响本文方法求解精度的主要因素是勒让德级数

的截断误差。对于形状极不规则或者距离小行星极近

的情况，本方法存在较大误差。在后续的非均质小行

星研究过程中，应该尽可能地提高本方法的截断阶

数，并着力开发其他更加精确的求解算法。
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图 3    以小行星951 Gaspra的形心为中心，半径12 km的球面上的引力场分布图

Fig. 3    Contour plots of the gravitational potential of 951 Gaspra on a sphere of 12 km radius

表 2   均质、非均质情况下小行星951 Gaspra平衡点相对于形心

的坐标

Table 2   Positions of the equilibrium points for asteroid 951
Gaspra

位置 情况 x坐标 y坐标 z坐标

L1
均质情况 14 737 –4 102

非均质情况 15 428 –3 52

L3 均质情况 –14 213 –118 26

非均质情况 –12 878 –9 11
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Analysis of the Potential Field of Asteroids with Arbitrary Mass Distribution Using
Polyhedral Approach

YANG Mo, GONG Shengping
(Laboratory of Aerospace and Dynamics, School of Aerospace Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China)

Abstract: The paper develops a new method to calculate the potential field of the asteroids with arbitrary mass distribution. The

accuracy of this method is based on both the resolution of the polyhedron and the truncation error of the Legendre series. Here we

compare the potential fields get by both our method and the traditional method using homogeneous polyhedral model to indicate the

feasibility of our method. We also show the differences in the potential fields and the corresponding equilibrium points between the

homogeneous model and the heterogeneous model to emphasize the great importance of the heterogeneous model in the researches

about the dynamical environment of asteroids.

Key words: polyhedral model; heterogeneous asteroids; potential field
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