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摘     要：  针对小天体着陆探测下降阶段的多约束轨迹优化问题，基于Gauss伪谱法进行了燃耗最优下降轨迹优化设

计，得出了燃耗最优下降轨迹。建立了小天体下降轨迹优化问题的最优控制问题模型，采用Gauss伪谱法进行离散化，转化

为非线性规划问题进行了求解。数学仿真结果显示：优化结果符合各项约束条件，以零速度到达了目标着陆点，且符合燃

耗最优的优化目标。利用Gauss伪谱法进行小天体最优下降轨迹优化，计算速度快，求解精度高。
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0    引    言
小天体探测是人们认识和研究太阳系的起源与演

化的重要手段，是21世纪深空探测活动的重要内容。

随着小天体探测活动的不断发展，探测手段从飞跃探

测等简单形式逐渐向撞击、着陆、采样返回等更为复

杂、科学成果更加丰富的形式转变[1]。迄今，人类2次
成功完成了着陆任务，一次为2001年2月，NASA发射

的NEAR探测器着陆于Eros小行星[2]，另一次为2005年
11月，日本 JAXA发射的Hayabusa探测器着陆于

I tokawa小行星并采样返回 [ 3 ]。此外，欧洲空间局

(ESA)发射的Roset ta探测器于2014年11月12日对

Churyumov-Gerasimenko彗星进行了着陆探测。

下降与着陆阶段是小天体着陆或采样返回探测的

关键阶段，对能否安全、准确到达预设的具有科学探

测价值的目标区域起着决定性的作用。小天体探测器

的下降过程可以转化为一个轨迹优化问题以及对标称

轨迹的跟踪控制问题。设定的标称轨迹需要能够安

全、准确地到达指定着陆点，满足始末状态约束、路

径约束、控制约束等多重约束，同时使某项重要的性

能指标(如燃耗、时间等)最优化。

轨迹优化方法主要包括基于参数化方法的直接法

和基于庞特里亚金极小值原理的间接法。Gauss伪谱法

(Gauss pseudospectral method，GPM)是直接法的一

种，是近年来应用广泛的轨迹优化方法之一。Gauss伪
谱法的原理是利用全局插值多项式的有限基来近似状

态量和控制量，且在一系列的配点上满足动力学方程

约束，将微分方程约束转化为代数约束，从而将原连

续最优控制问题转化为离散的非线性规划问题。

Gauss伪谱法对初始猜测值不敏感，配点后的状态和控

制量采用多项式拟和，无需数值积分，大大节省了计

算时间，且能满足一阶必要性条件，因此成为轨迹优

化领域的研究热点[4]。本文采用Gauss伪谱法对小天体

最优下降轨迹问题进行优化求解。

本文首先建立小天体最优下降轨迹优化问题的数

学模型，给出小天体下降过程的动力学方程，进而建

立原始最优控制问题的各项约束和目标性能函数；然

后利用Gauss伪谱法对连续最优控制问题进行离散化，

转化为静态的非线性规划问题；最后以Eros 433小行星

为目标小天体，对上述过程进行仿真求解，对仿真结

果进行了分析和总结。

1    小天体最优下降轨迹优化问题

1. 1  问题描述

小天体最优下降轨迹优化问题可描述为探测器从
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初始的探测轨道上某处，经一段时间后以零速度到达

目标着陆点，实现软着陆。轨迹优化的目的是在满足

始末状态、动力学和控制约束的前提下，使在此过程

中的某项指标达到最优，如时间最优或燃耗最优。由

于小天体探测的目标星体距地球非常遥远，任务持续

时间可达数年，尤其采样返回任务还需保留足够的燃

料以将小天体表面样本带回地球，因此燃耗是任务设

计中的关键环节。这里将燃耗最优作为下降轨迹的优

化目标。

1. 2  动力学模型

在进行下降轨迹优化前，首先建立原始最优控制

问题的数学模型，包括探测器在小天体下降过程中的

动力学模型、受到的各项约束和需要优化的指标函

数。

探测器的下降过程采用小天体固连坐标系∑a进行

建模：坐标原点oa位于小天体的质量中心，za轴沿小天

体最大惯量轴即小天体自旋轴方向，xa轴沿小天体最

小惯量轴方向，ya轴的定义使xa，ya，za三轴满足右手

法则。

假设小天体密度均匀并绕其最大惯量主轴匀速转

动，忽略其他干扰力，在小天体固连坐标系下，着陆

器的动力学方程可表示为8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

Äx = 2x + 2 _y + Vx +
Tx
m

Äy = 2y ¡ 2 _x + Vy +
Ty
m

Äz = Vz +
Tz
m

_m = ¡ T
Isp ¢ 0

(1)

_x ; _y; _z

=
£
x yz _x _y _z m

¤T
其中：x,y,z为探测器的三轴位置坐标； 为探测器

三轴速度大小；m为着陆器质量，共同组成探测器状

态向量 ；ω为小天体的

自旋角速度；Tx，Tv，Tz分别为三轴的控制力大小；

Isp为发动机比冲；g0为地球海平面引力加速度；V x，
Vv，Vz为小天体作用在探测器上的三轴引力加速度

大小。

小天体引力势函数采用球谐函数形式，即[5]8>>>><>>>>:
V =

GM
a

1X
n=0

nX
m=0

³a
r

´n+1
(CnmVnm + SnmWnm)

Vnm = Pnm(sin ') cosm µ

Wnm = Pnm(sin ') sin m µ

(2)

其中：a为小天体名义半径； θ，φ，r分别为探测器所

处的经度、纬度和半径；Pnm为缔结勒让德多项式；

Cnm和Snm为小天体对应的引力场球谐函数各阶系数。

1. 3  约束与性能指标函数

探测器在下降过程中受到的约束包括动力学约

束，初始、末端状态约束和路径约束。其中，动力学

约束即为下降过程的动力学方程式(1)。
初始状态约束是指探测器在研究的初始时刻，位

置、速度等状态变量满足一定的约束关系，如处于某

一绕飞轨道，或处于某一悬停状态等，可表示为

Ã(x ; y; z; _x ; _y; _z;m ) = 0 (3)

当初始状态为已知时即为

(0) = [x 0; y0; z0; _x 0; _y0; _z0;m 0]
T (4)

末端状态约束包括到达预定的着陆位置、着陆速

度为零，以及末端质量不小于探测器的干重8>>><>>>:
x (t f ) = x f ; y(t f ) = yf ; z(t f ) = zf ;

_x (t f ) = 0; _y(t f ) = 0; _z(t f ) = 0;

m (t f ) mdry

(5)

[x f ; yf ; zf ]T其中：tf为到达目标着陆点的时刻； 为目标

着陆点；mdrv为探测器干重，即全部燃料耗尽后的质

量。

此外，这里考虑探测器推力的限制为路径约束

T Tmax (6)

探测器下降轨迹优化的目标是燃料消耗最小，即

末端质量最大。性能指标函数可表示为

J = ¡m (t f ) (7)

动力学约束式(1)、边界约束式(4)、式(5)、路径约

束式(6)和性能指标函数式(7)即组成了小天体最优下降

轨迹优化问题的数学模型。这样，最优轨迹优化问题

转换为最优控制问题，下面利用Gauss伪谱法对此连续

最优控制问题进行求解。

2    基于伪谱法的最优下降轨迹优化

Gauss伪谱法首先求解Legendre多项式一阶导数在

[-1,1]区间内的根作为时间节点值，将节点上的状态和

控制变量作为参数，用Lagrange插值多项式拟合轨迹

上各时刻状态和控制变量。对于动力学方程的微分方

程约束，对Lagrange插值多项式在各节点上求导，令

其等于动力学方程在各节点上的值，这样将原始的动

力学微分方程约束转化为代数方程约束，再结合边界

约束、路径约束以及性能指标函数共同构成有静态的

限维非线性规划问题进行求解[6]。
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t 2 [t0; t f ] ¿ 2 [¡1; 1]
利用Gauss伪谱法解最优控制问题，首先需要将

映射到 上

¿ = ¡1+
2(t ¡ t0)
t f ¡ t0

(8)

这里令t0 = 0 ，则式(8)化简为

¿ =
2t
t f
¡ 1 (9)

Gauss伪谱法利用Lagrange插值多项式对状态变量

和控制变量进行近似。在区间 ( – 1 , 1 )内设置N个

Legendre-Gauss(LG)点

¿i = Roots( _PN¡1(¿))(i = 1; ¢ ¢ ¢ ;N ) (10)

_PN¡1(¿)

^ (¿) Û(¿)

其中： 表示N–1阶Legendre多项式的导数，

LG点为该多项式在区间(–1,1)内的根。则[–1,1]上状态

变量和控制变量的近似值 和 可写作

(¿) ¼ ^ (¿) =

NX
i=0

^ (¿i)L i(¿) (11)

(¿) ¼ ^ (¿) =

NX
i=1

^ (¿i)L ¤i (¿) (12)

^ (¿i)

^ (¿i)

L i(¿) L ¤i (¿)

其中： 为在第i个LG点(i=0时为初始点)上的状态

变量； 为在第 i个 L G 点上的控制变量；

Lagrange插值多项式 和 的定义为

L i(¿) =
NY

j=0;j 6=i

¿¡ ¿j
¿i ¡ ¿j

; i = 0; ¢ ¢ ¢ ;N (13)

L ¤i (¿) =
NY

j=1;j 6=i

¿¡ ¿j
¿i ¡ ¿j

; i = 1; ¢ ¢ ¢ ;N (14)

_ (¿) = f ( (¿) ; (¿); ¿)

(¿f ) = (¿0) +

Z 1

¡1
f ( (¿) ; (¿); ¿)d¿

末 端 状 态 的 近 似 值 则 需 要 通 过 动 力 学 方 程

求得。将

离散化可得

(¿f ) = (¿0)¡
t f
2

NX
i=1

!if ( ^ (¿i) ; ^ (¿i);

¿i; t0; t f )
(15)

!i =

Z 1

¡1
L i(¿)d¿其中： 为Gauss求积权重；τ i表示各

LG点。这样原最优控制问题的状态和控制约束可表示

为

lh h( ^ (¿); ^ (¿)) uh (16)

其中：uh和lh分别表示这些约束的上、下界。

为使状态变量始终满足动力学方程约束，动力学

方程的左端通过在LG点处对状态的近似值求导进行

近似

_ (¿) ¼ 2
t f

NX
i=0

^ (¿i) _L i(¿) (17)

_L i(¿)其中 为

_L i(¿) =
NX
l=0

NQ
j=0;j 6=i;l

(¿¡ ¿j)

NQ
j=0;j 6=i

(¿i ¡ ¿j)
(18)

于是，动力学微分方程约束就转换为代数形式
NX
i=0

_L i(¿) ^ (¿i)¡
t f
2
f ( ^ (¿i) ; ^ (¿i); ¿i; t0; t f ) = 0 (19)

这 样 ， 经 过 在 L G 点 进 行 离 散 化 ， 并 利 用

Lagrange插值多项式对状态变量和控制变量进行全局

近似后，原最优控制问题的边值约束和路径约束转化

为式(16)的形式，微分方程形式的动力学约束由式

(1)的动态形式转化为式(19)的静态代数约束形式。原

动态连续最优控制问题转化为静态的非线性规划问

题，可以使用非线性规划问题的求解工具方便地进行

解算。

3    数学仿真与分析

以小行星Eros 433为目标小天体，利用Gauss伪谱

法进行下降和着陆阶段燃耗最优轨迹优化仿真。仿真

中用到的Eros 433小行星的物理参数如表1所示，引力

场采用4阶模型。参照文献[7]，探测器的发动机比冲

设为300 s，最大推力设为22 N，仿真中采用的边界条

件如表2所示[8]。

仿真得到的优化结果如图1～图5所示。其中，图1
为探测器三轴位置的时间历程，图2为三轴速度大小的

时间历程，图3为三轴推力大小的时间历程，图4为总

推力大小的时间历程，图5为得到的燃耗最优下降轨

迹。优化得到的末端时刻探测器的质量为793.7 kg，即

表 1    433 Eros小行星物理参数

Table 1    Physical parameters of 433 Eros
自转角速度 取值/(rad·s-1) 名义半径 取值/km 引力常数 取值/(m3·s-2)

ω 3.311 7×10-4 a 16 µ=GM 446 210
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消耗燃料6.3 kg；tf = 1 237 s，即下降和着陆过程持续

1 237 s.
从以上数学仿真结果可以看出：

1)优化结果满足各项约束条件。经过1 237 s，探

测器以零速度软着陆于预设着陆点，着陆时刻探测器

质量大于探测器干重，同时优化得到的控制力始终在

设定的发动机推力上限之内。

2)从图3、图4可以看到，发动机在下降和着陆过

程的初始和后半阶段处于点火状态，在中间阶段有近

400 s的时间内不产生推力，以降低燃耗。在发动机工

作的时段，虽然发动机的三轴推力大小不断变化，但

总推力的大小基本保持在22 N，即发动机在点火工作

时处于最大推力状态，只是推力方向不断变化。

3)从图4显示的最优轨迹解算结果看，发动机在下

降的初始阶段点火初步降低探测器速度，但探测器基

本沿原轨迹上向小行星表面运行，在着陆阶段再次点

火对探测器进行持续制动，并使其改变方向落向目标

着陆点，最终实现软着陆。整个下降与着陆过程符合

燃耗最优目标的预期。

4    结   论

本文针对小天体着陆或采样返回探测中的下降和

着陆阶段，基于伪谱法进行了燃耗最优下降轨迹优

化，得到了符合初始和末端状态约束、动力学约束和

控制约束的燃耗最优下降轨迹。首先对最优下降轨迹

问题进行数学描述，给出了小天体探测下降阶段的动

力学模型，建立了包括边值约束和路径约束在内的各

项约束条件和燃耗最优指标函数，得出轨迹优化的原

表 2    仿真采用的边界条件

Table 2    Initial and final states in the simulation
时刻 x/m y/m z/m vx/(m·s-1) vy/(m·s-1) vz/(m·s-1) m/kg
t=0 10 177 6 956 8 256 -12 -6 -9 800
t=tf 853 5 010 45 0 0 0 ≥480

 
图 1    探测器三轴位置曲线

Fig. 1    Spacecraft position curves

 
图 2    探测器三轴速度曲线

Fig. 2    Spacecraft velocity curves

 
图 3    探测器三轴推力大小曲线

Fig. 3    Spacecraft thrust curves in each axes

 
图 4    探测器总推力大小曲线

Fig. 4    Spacecraft thrust magnitude curve

 
图 5    探测器的燃耗最优下降轨迹

Fig. 5    Fuel-optimal descent trajectory of the spacecraft
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始连续最优控制问题。然后利用Gauss伪谱法对此最优

控制问题进行离散化，将其转化为离散的非线性规划

问题。Gauss伪谱法避免了间接法的推导复杂，以及协

态变量无物理意义不易猜测的问题，对初始值不敏

感，节约了计算时间，是一种快速、高精度的轨迹优

化方法。数学仿真结果显示，采用Gauss伪谱法得到的

最优下降轨迹以零速度到达预定着陆点，符合各项约

束条件，并通过发动机分阶段工作的方式达到优化燃

耗的目标。
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Small Body Descent Trajectory Optimization Based on Pseudospectral Method

YUAN  Xu1,2,3, ZHU Shengying1,2,3
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2. Key Laboratory of Autonomous Navigation and Control for Deep Space Exploration, Ministry of Industry and Information Technology,Beijing

100081,China;
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Abstract: Aimed at the multiple-constraint trajectory optimization problem in the descent phase of small body landing exploration,

Gauss pseudospectral method is used for the optimization design and the fuel-optimal descent trajectory is derived. The optimal

control model of small body descent trajectory optimization problem is established and discretized using Gauss pseudospectral

method. The problem is then solved by transforming into a nonlinear programming problem. Mathematical simulation results show

that all the constraints are satisfied, the optimization index of fuel consumption is minimized and the spacecraft reaches the target

landing site with zero velocity. Using Gauss Pseudospectral method, the computation process of small body descent trajectory

optimization is fast and has high solution accuracy.

Key words: small body; descent; landing; trajectory optimization; Gauss pseudospectral method
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