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摘    要： 针对弱引力双小行星系统的引力场建模问题，本文采用复杂度和精度依次递增的球体–球体模型、椭球体–球
体模型和改进的限制性椭球体–椭球体模型来进行引力场建模，并分别采用椭圆积分以及无积分环节、计算效率高的二阶二

次球谐函数来表征引力势，从而比较精确地刻画双小行星系统和探测器构成的限制性全三体问题的动力学模型；针对双小

行星系统1999KW4，对其不同的引力场模型进行了仿真研究，分别给出了不同模型下的等效势能函数曲面及零速度曲线，

比较了不同模型下的平动点位置坐标偏差。结果表明，二阶二次球谐函数计算引力势的椭球体-椭球体模型计算精度高，复

杂程度低，计算量更少，计算速度更快，能够较精确的对双小行星系统进行引力场建模。
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0    引　言

小行星因其包含了太阳系起源、行星演化等方面

的重要信息，以及其可能蕴藏的丰富矿藏资源和潜在

的对地球撞击的威胁，已经成为21世纪国际深空探测

活动的重点目标。随着我国深空探测持续不断向前推

进，开展对具有独特科学价值的小行星的探测已经成

为深空探测技术发展的必然趋势。双小行星系统是众

多小行星类群中的一种特殊形式，是指两颗小行星围

绕其共同的质心旋转，同时两者的质心围绕太阳做公

转运动。研究表明双小行星系统是太阳系中十分普遍

的物理现象，大约有16%的近地小行星和主带小行星

属于双小行星系统[1]。对两颗小行星构成的双小行星系

统进行探测具有多种探测单颗小行星所不具备地独特

科学价值，例如，许多双小行星系统是由单颗小行星

分裂而演化导致，于是，原本隐藏于小行星内部的深

层结构便由于分裂而直观地展现在分裂后的双小行星

系统的表面上，通过对这种结构的直观分析，可以获

得对小行星结构构造、动力学特性等方面的更深层洞见。

双小行星系统引力场与动力学建模是进行弱引力

双小行星系统探测任务设计时首先需要解决的问题，

更是研究双小行星系统附近的飞行器轨道动力学特性

和相关任务轨道设计的基础。

因此，本文拟采用不同的引力场简化模型，针对

弱引力双小行星系统的引力场进行建模，对双小行星

系统动力学特性进行较全面的研究分析，为我国正在

论证中的小行星采样返回探测任务提供一定的技术支持。

1    限制性全三体问题

1996年以前，针对形状不规则的小行星的引力场

建模问题，学者们一般将其近似为三轴椭球体；

1996年以后，多面体模型法在小行星的引力场建模中

得到了广泛的应用，从而使人们能更精确地研究小行

星附近的航天器轨道动力学问题。例如，Scheeres和
Hudson等分别以形状不规则的小行星4769 Castalia以及

4179 Toutatis为例研究了其附近的轨道动力学问题[2-3]，

详细地分析了其重力场的特征情况、近小行星轨道动

力学方程等方面的问题。在2005年后，D. J. Scheeres等
学者针对双小行星系统附近的航天器运动的轨道动力

学问题等开展了研究与分析[4-6]，深入分析了航天器在

双小行星系统中的轨道特点，并且研究了小行星系统

三体问题中小天体的非球形摄动对轨道的影响。
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但是，双小行星系统附近的探测器动力学建模问

题比较复杂，如果把两个小行星的不规则引力场和自

旋转等因素都考虑进去就是非常复杂的全三体问题，

如图 1所示，全三体问题到目前为止基本上处于无解

状态。北京理工大学的李翔宇和乔栋等针对1996FG3
双小行星系统，采用双球体模型，对逃逸轨道展开了

设计[7]，如图 2所示。但是，双球体模型相对于实际的

双小行星系统的误差比较大。Bellerose和Scheeres将双

小行星系统其中一个天体的质量分布引入考虑，以均

匀三轴椭球体和球体分别来近似两个天体，构成限制

性全三体问题（椭球体–球体模型），如图 3所示，并

分析了双小行星系统中航天器的运动规律，如平动

点、雅可比常数、周期轨道稳定区域、双星间转移轨

道等等[4, 8-9]。
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图 1    全三体问题示意图

Fig. 1    Schematic diagram of the full three body problem
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图 2    球体–球体模型示意图

Fig. 2    Schematic diagram of the sphere-sphere model
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图 3    椭球体–球体模型示意图

Fig. 3    Schematic diagram of the ellipsoid-sphere model
 

1.1    采用椭圆积分计算的椭球体-球体模型

首先，我们以Bellerose和Scheeres提出的一个简化

ρ̃

的双小行星系统椭球体–球体模型为例（图 3）[8-9]。考

虑一个质点或航天器在双小行星系统的引力场范围

内。M1为球体的质量，M2为椭球体的质量，rb为球体

相对于椭球体的位置矢量，re为椭球体相对于系统质

心CM的位置矢量，rs为球体相对于系统质心CM的位

置矢量， 为航天器相对于质心CM的位置矢量。

υ=M1/ (M1+M2) re=−υrb rs= (1−υ)rb质量比 ，则 ， 。

假设航天器（或质点）对双小行星系统的运动没

有影响，那么航天器的运动方程为

¨̃ρ+2Ω×˙̃ρ+Ω× (Ω× ρ̃) =G(M1+M2)
∂Ũ12

∂ρ̃
(1)

Ũ12其中， 为系统的势函数。

n =
√

G (M1+M2)/α

ρ=ρ̃/α ω=Ω/n

设椭球体最长轴的半长轴为α，那么在此半径下，

系统平均角速度为 。在这里，我

们以α和n为标准作为归一化的长度和角速度单位，那

么 ， ，因此方程（1）归一化后，变为

ρ̈+2ω× ρ̇+ω× (ω×ρ) = ∂U12

∂ρ
(2)

其中

ω2 =
3
2

w ∞
r2−1

dv
(1+ v)∆ (v)

(3)

式（3）是在如图 3所示的长轴稳定结构下ω的取值情

况所得。

U12 = Us (ρ− (1−υ) r)+Ue (ρ+υr) (4)

Us (ρ− (1−υ) r) =
υ

|ρ− (1−υ) r| (5)

Ue (ρ+υr) =
3
4

(1−υ)
w ∞
λ
ϕ (ρ+υr,v)

dv
∆ (v)

(6)

ϕ (ρ+υr,v) = 1− (x+υr)2

1+ v
− y2

β2+ v
− z2

γ2+ v
(7)

∆ (v) =
√

(1+ v)
(
β2+ v

) (
γ2+ v

)
(8)

0 < γ ⩽ β ⩽ 1
ϕ (ρ+υr,λ) = 0

其中， 为归一化后的椭球体三轴的半长轴，

λ为 的根。

ρ = xi+ y j+ zk
在以系统质心为原点的直角坐标系中（如图 3所

示），设 ，则方程（2）可以转化为三

个关于限制性全三体问题的标量方程

ẍ−2ωẏ−ω2x =
∂Us

∂x
+
∂Ue

∂x
(9)

ÿ+2ωẋ−ω2y =
∂Us

∂y
+
∂Ue

∂y
(10)

z̈ =
∂Us

∂z
+
∂Ue

∂z
(11)
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Us Ue其中 为双小行星系统示意图中M1的引力势， 为双

小行星系统示意图中M2的引力势。

1.2    采用椭圆积分计算的椭球体–椭球体模型

αs = βs > γs

在前文的椭球体–球体模型的基础上，本节提出了

一种改进的限制性椭球体–椭球体模型，如图 4所示。

限制性椭球体–椭球体模型本质上是将“椭球体–球体模

型”中的“球体”替换为一个“限制性椭球体”，即将

图 3中的球体M1改进为一个限制性椭球体，将其三轴

改为 ，并且使用椭圆积分来计算其引力势

能，以便使更新后的双小行星系统引力场模型能更准

确地描述探测器近双小行星系统动力学问题。
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图 4    限制性椭球体–椭球体模型示意图

Fig. 4    Schematic diagram of the restrictive ellipsoid-ellipsoid model
 

在此限制性椭球体–椭球体模型下

Us (ρ− (1−υ) r) =
3
4
υ
w ∞
λs
ϕs (ρ− (1−υ) r,v)

dv
∆s (v)

(12)

ϕs (ρ− (1−υ) r,v) =

1− [x−(1−υ)r]2

αs2+v
− y2

βs
2+ v

− z2

γs2+ v
(13)

∆s (v) =
√(
αs2+ v

) (
βs

2+ v
) (
γs2+ v

)
(14)

λs ϕ (ρ− (1−υ)r,λs) = 0其中， 为 的根。

2    采用二阶二次球谐函数模型的双小行
星系统引力场建模

在1996年，Kaula等学者建立了球谐函数模型理论[10]，

其使用一系列的球谐函数展开式来逼近小行星的引力

场。球谐函数模型具有计算效率高、有明确解析表达

式和各阶摄动大小明显等优点，因此其广泛地应用于

天体力学和人造航天器轨道动力学等方面。在前文

中，都是采用椭圆积分来计算各种模型中的引力势。但

是，在计算过程中过多地引入积分计算环节，会大大

地增大计算量和计算难度，消耗更多的计算时间。因

此，在本节中，采用计算效率高，无积分环节的二阶二

次球谐函数模型来进行双小行星系统的引力场建模[11]。

小行星的引力势函数可由球谐函数展开式来逼近，

如下式所示

U = U0+U1+U2+U3+U4+ · · · (15)

胡维多等学者[11-12]研究发现采用二阶二次球谐函数

模型来计算小行星引力场既能得到比较精确的结果，

还能兼顾计算的简便程度。在本节中，忽略球谐函数

模型的高阶项，取二阶二次球谐函数模型，因此小行

星引力势为

U = U0+U1+U2 (16)

其中

U0 =
µ

r
(17)

U1 =
µ

r2 [C10 sinδ+ cosδ (C11 cosλ+S 11 sinλ)] (18)

U2 =
µ

r3 [C20

(
1− 3

2
cos2δ

)
+

3
2

cos2δ (C21 cosλ+S 21 sinλ)

+3cos2δ (C22 cos2λ+S 22 sin2λ)]

(19)

其中：δ为纬度；λ为经度。

C10 =C11 =

S 11 = 0

C21 = S 21 = S 22 = 0

当以中心引力体的质心作为坐标系的原点时，那

么二阶二次球谐函数模型中的参数取值为

；而当该中心引力体固连坐标系的三轴沿着中

心体的主惯量轴方向时，那么参数 。

因此，在这种坐标系下，利用二阶二次球谐函数模型

计算的天体引力场可以简化为

U = U0+U1+U2

=
µ

r
+
µ

r3 [C20

(
1− 3

2
cos2δ

)
+

3cos2δ (C22 cos2λ+S 22 sin2λ)]

(20)

cosδ =
√

x2+ y2/r
sinλ = y/

√
x2+ y2 r =

√
x2+ y2+ z2

而在笛卡尔坐标系里，可知， ，

， 。将上面三式代

入式（20），那么中心体的引力势可以转换成笛卡尔

坐标系中的形式

U =
µ

r
−
µC20

(
x2+ y2−2z2

)
2r5 +

3µC22
(
x2− y2

)
r5 (21)

其中，两个系数C20和C22与中心引力体的3个主惯量轴

的转动惯量有如下关系[11-12]
C20 = −

1
2

(
2Izz− Ixx − Iyy

)
C22 =

1
4

(Iyy− Ixx)
(22)

假设中心天体为椭球体，其3个主轴分别为α、β和
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γ，那么各个坐标轴的转动惯量为

Ixx =
1
5

(β2+γ2)

Iyy =
1
5

(α2+γ2)

Izz =
1
5

(α2+β2)

(23)

2.1    球体–球体模型

在球体–球体模型中，天体M1和M2的引力势均用

球体模型来计算。则天体M1和M2的势函数为

Us (ρ− (1−υ) r) =
υ

|ρ− (1−υ) r| (24)

Ue (ρ+υr) =
1−υ
|ρ+υr| (25)

2.2    椭球体–球体模型

Bellerose在椭球体–球体模型中采用椭圆积分来计

算椭球体的引力势。在本节中，改进采用计算效率高，

无积分环节的二阶二次球谐函数模型计算天体的引力

势。则天体M1和M2的势函数为

Us (ρ− (1−υ) r) =
υ

|ρ− (1−υ) r| (26)

Ue (ρ+υr) =
1−υ
|ρ+υr|−

(1−υ)C20e
[
(x+υr)2+ y2−2z2

]
2|ρ−υr|5

+

3(1−υ)C22e
[
(x+υr)2− y2

]
|ρ−υr|5

(27)

2.3    椭球体–椭球体模型

αs = βs > γs

在第2.2节的椭球体–球体模型的基础上，本节提

出了一种改进的限制性椭球体–椭球体模型。限制性椭

球体–椭球体模型本质上是将“椭球体–球体模型”中的

“球体”替换为一个“限制性椭球体”，即将球体M1改进

为一个限制性椭球体，将其三轴改为 ，并

且使用二阶二次球谐函数模型来计算其引力势能，以

便使更新后的双小行星系统引力场模型能更准确地描

述探测器近双小行星系统动力学问题。因此，在此模

型下，天体M1和M2的势函数为

Us (ρ− (1−υ) r) =
υ

|ρ− (1−υ) r|−

υC20s
{
[x− (1−υ) r]2+ y2−2z2

}
2|ρ− (1−υ) r|5

(28)

Ue (ρ+υr) =
1−υ
|ρ+υr|−

(1−υ)C20e
[
(x+υr)2+ y2−2z2

]
2|ρ−υr|5

+

3(1−υ)C22e
[
(x+υr)2− y2

]
|ρ−υr|5

(29)

3    仿真结果

在前文中，针对弱引力双小行星系统引力场建模

问题，分别采用复杂度和精度依次递增的球体–球体模

型、椭球体–球体模型和限制性椭球体–椭球体模型进

行建模，并分别采用椭圆积分和二阶二次球谐函数来

计算其引力势能。本节针对平面圆形限制性三体问题

（Circular Restricted Three-Body Problem，CRTBP），

以双小行星系统1999KW4为例，分别对前文给出的不

同弱引力双小行星系统引力场模型进行势能的仿真分

析。双小行星系统1999KW4限制性椭球体–椭球体模

型归一化后的参数如表 1所示。
 

表 1    双小行星系统1999KW4归一化后参数

Table 1    The normalized parameters of the restricted ellipsoid-
ellipsoid model of binary system 1999KW4

1999KW4 项目 参数值（归一化后）

主天体M1

αs 2.656 1

βs 2.656 1
γs 2.363 2

次主天体M2

α 1

β 0.798 2

γ 0.601 8

系统其他参数

质量比μ 0.945 7

角速度ω 0.037 7

距离r 8.912 3
 
 

Us Ue

双小行星系统1999KW4中天体M1和M2的势函数分

别为 和 ，等效势能函数为

Ω = Us+Ue+
1
2
ω2

(
x2+ y2

)
(30)

则不同引力场模型下的等效势能函数曲面分别如

图 5和图 6所示。

由图 5和图 6可以看出，等效势能曲面有2个极大

值点和3个鞍点（对应5个平动点），图中也画出了在

不同高度（对应不同的雅克比能量）的等高线，这些

等高线就是对应雅克比能量下的零速度曲线，图 7以
等高线图的形式更清楚地描述了零速度曲线随雅克比

能量变化的情况。由图 7可以看出，零速度曲线关于

x轴对称，随着雅克比能量的增大，对应的可运动区域
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增大，并且该区域的拓扑结构也发生了变化。

∇Ω =
{
∂Ω

∂x
,
∂Ω

∂y
,
∂Ω

∂z

}
(31)

Ω

Ω

在CRTBP中，存在着5个平动点（拉格朗日点），并

且拉格朗日点是梯度矢量场的零点，见式（31），该

矢量场也是等效势能 所产生的加速度场，不同引力

势模型下的等效势能 的梯度矢量场及5个拉格朗日点

如图 8所示。
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图 5    平面圆形限制性三体问题等效势能函数曲面

（椭圆积分计算引力势能）

Fig. 5    The effective potential of CRTBP
（potential energy are written in terms of elliptic integrals）
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图 6    平面圆形限制性三体问题等效势能函数曲面

（二阶二次球谐函数计算引力势能）

Fig. 6    The effective potential of CRTBP （ellipsoid potential energy
is written in terms of the second degree second order spherical

harmonic function）
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接下来以1999KW4为例分别比较不同模型下的平

动点位置偏差。首先，计算由椭圆积分计算引力势的

双椭球体模型下的平动点位置坐标，并与文献[9]中椭球

体-球体模型的结果进行对比，结果如表2所示。然

后，计算不同模型下分别由椭圆积分和由二阶二次球

谐函数计算引力势的平动点位置坐标，如表3、表4所示。

观察表2可知，双椭球模型与文献[9]中椭球-球模型

的平动点位置最大偏差为0.178 6 %，考虑到双椭球模

型更接近于1999KW4的实际形状，因此用双椭球体模

型是较为精确的。观察表3和表4，可以发现，在利用

椭球体-球体模型和椭球体-椭球体模型进行双小行星

系统的引力场建模时，采用椭圆积分进行计算的结果

和采用二阶二次球谐函数模型进行计算的结果是十分

相近的，最大偏差为0.049 7 %，因此采用二阶二次球

谐函数模型进行引力势的计算也是能得到很精确的结

果的。而比较计算时间，从表3中，可以看出，在椭球

体-球体模型中，采用椭圆积分进行计算需要消耗0.53 s
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（二阶二次球谐函数计算引力势能

ΩFig. 8    The gradient vector field of  and five Lagrangian points

15

10

5

0

−5

−10

−15

y

−15 −10 −5 0 5 10 15

d −

x

15

10

5

0

−5

−10

−15

y

−15 −10 −5 0 5 10 15

e −

x

10 15−15 −10 −5 0 5

15

10

5

0

−5

−10

−15

y

c −

x

 
图 7    平面圆形限制性三体问题等效势能函数的等高线图

Fig. 7    The contours of effective potential in CRTBP
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的时间，而采用二阶二次球谐函数模型进行计算消耗

时间仅仅是0.015 s，远远小于0.53 s。而在椭球体-椭球

体模型中，采用椭圆积分进行计算需要计算更多的积

分环节，从表4可以看出，其所消耗的时间也从0.53 s
增加到了1.389 s，而采用二阶二次球谐函数模型进行

计算所消耗的时间并没有明显的增加，只有0.016 s，
远远小于1.389 s。因此，综上所述，可以证明本文提

出的二阶二次球谐函数计算引力势的椭球体-椭球体模

型计算精度高，复杂程度更低，计算量更少，计算速

度更快，是十分有效的。

4    结　论

由于双小行星系统附近的探测器动力学建模问题

比较复杂，而且如果把两个小行星的不规则引力场和

自旋转等因素都考虑进去就是非常复杂的全三体问

题，其目前为止基本上处于无解状态。因此，针对弱

引力双小行星系统的引力场建模问题，本文采用复杂

度和精度依次递增的球体–球体模型、椭球体–球体模

型和改进的限制性椭球体–椭球体模型来进行引力场建

模，从而比较精确地刻画双小行星系统和探测器构成

的限制性全三体问题的动力学模型。并针对不同的引

力场建模方法进行了仿真，以双小行星系统1999KW4

为例，给出了不同引力场模型下的等效势能曲面及等

高线图，最后还给出了等效势能的梯度矢量场及5个拉

格朗日点。最后针对不同模型下的平动点位置坐标偏

差进行了比较。本文提出的二阶二次球谐函数计算引

力势的椭球体–椭球体模型计算精度高，复杂程度更

低，计算量更少，计算速度更快，能够较精确的对双

小行星系统进行引力场建模。未来更进一步，还可以

结合多面体模型法和球谐函数模型法来更精确地描述

双小行星系统中不规则天体的引力场模型。
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Research on Modeling Method of Gravitational Field for Binary Asteroid System
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Abstract：In this paper, the sphere-sphere model, the ellipsoid-sphere model and the improved restrictive ellipsoid-ellipsoid

model are adopted for the gravitational field modeling of the weak gravitational binary asteroid system, and the corresponding

complexity and accuracy of the three models increase gradually. The elliptic integral model and the second degree second order

spherical harmonic function (which has high calculation efficiency and no integrals) model are adopted to calculate the gravitational

potential energy, respectively. The dynamical model of the restricted full three-body problem consisting of binary asteroid system

and spacecraft is accurately described. The different gravitational field models of the binary asteroid system 1999KW4 are simulated.

And the surfaces of potential energy function and zero velocity curves under different models are given respectively. The coordinate

deviations of libration point under different models are compared. The results show that the ellipsoid-ellipsoid model calculated by

the second degree second order spherical harmonic function has the advantages of high precision, low complexity, less calculation,

higher computing speed, and can accurately model the gravitational field of the binary asteroid system.

Key words：binary asteroid system；gravitational field；sphere-sphere model；ellipsoid-sphere model；restrictive ellipsoid-

ellipsoid model

High lights:
●　The sphere-sphere model, the ellipsoid-sphere model and the improved restrictive ellipsoid-ellipsoid model are adopted for the
gravitational field modeling of the weak gravitational binary asteroid system.
●　The elliptic  integral  and the second degree second order  spherical  harmonic  function model  are  adopted to  calculate  the
gravitational potential energy respectively.
●　The different gravitational field models of the binary asteroid system 1999KW4 are simulated.
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