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摘    要： 介绍了空间小推力轨道优化问题中的最优Bang-Bang控制问题，对两类延拓解法给出了描述：第一类解法首

先求解能量最优解，然后采用能量–燃耗同伦得到最优Bang-Bang控制；第二类解法引入推力开关切换准则，以双脉冲解作

为初解，通过参数延拓得到最优Bang-Bang控制。对两类延拓解法进行了比较，指出了各自的优势与特点。对延拓方法应用

于求解更加复杂的小推力轨道设计问题进行了展望，提出了包含初解、延拓与拼接三要素的人工智能轨道优化概念。
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0    引　言

随着空间电推进技术应用于航天器轨道机动，小

推力轨道优化问题成为航天飞行动力学研究的一个重

要方向[1-2]。对于任意的航天器变轨方案，燃料消耗始

终是一个核心指标。此外，小推力控制从最初的地面

优化设计，发展到目前所需的星载自主控制律，不断

追求自主性、稳定性、最优性等基本性能指标。虽然

小推力空间轨道设计问题越来越复杂，但均可认为复

杂轨道由若干小推力转移轨道段拼接而成，而每一个

小推力转移轨道段的优化设计问题可以描述如下：给

定初始与末端轨道状态以及转移时间，求解燃耗最省

转移轨道的最优控制策略。考虑小推力发动机推力幅

值受限的情况，利用最优控制理论可以推导出推力控

制的最优性一阶必要条件，其中Bang-Bang控制是必要

条件之一，即推力幅值或取最大值或为零 [ 3 ]。Bang-
Bang控制在开关切换时刻推力幅值不连续，而且事先

并不知道推进段数目，也不知晓开关时刻，故求解Bang-
Bang控制是小推力转移轨道优化问题的主要难点。

在过去的20年，小推力轨道优化设计方法研究可

谓百花齐放、百家争鸣，总结起来主要可以分为间接

法、直接法和混合法。间接法利用庞特里亚金极小值

原理引入协态变量微分方程，推导出最优性必要条件

（包括决定推力幅值的开关函数），将轨道优化问题

转化为非线性常微分方程的边值问题，满足边值约束

的解即为最优解，无需对指标函数（如燃耗最省等）

直接寻优。直接法的主要思想是将轨道状态和推力控

制变量离散化，状态和控制变量的时间函数通过若干

离散节点的插值得到，直接法将最优控制问题转化为

标准的非线性参数优化问题，通过迭代离散点的值使

得目标函数最优并且满足约束条件，目前已有较为成

熟的软件包求解此类问题[4-7]。混合法（间接法与直接

法的混合）的基本思路与直接法相似，也是将最优控

制问题最终转化为参数优化问题，也可以利用较为成

熟的软件包求解。混合法利用协态变量微分方程以及

求解最优控制的解析形式或近似解析形式，避免将连

续时间控制变量完全离散化。关于优化方法的综述文

章可参见文献[8~11]，然而并没有哪一种方法能够完

美地解决所有问题。间接法中协态变量没有物理意义

且相对于边值约束非常敏感，协态变量初值猜测很难

给定，从而难以收敛到最优解；直接法不采用协态变

量方程，参数优化问题较容易收敛到可行解，但其最

优性一般难以保证；混合法则介于间接法与直接法之
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间，协态变量初值迭代收敛性优于间接法，解的最优

性优于直接法。采用直接法或混合法，虽然均可设法

得到Bang-Bang控制方案，但一般均不满足最优性必要

条件。

迄今为止，求解最优Bang-Bang控制的方法主要是

延拓方法（也称为同伦方法、平滑方法等）。延拓方

法利用相关参数构造出简单问题与复杂问题的联系，

首先设法求解简单问题，然后通过对参数逐步改进最

终得到复杂问题的解。求解最优Bang-Bang控制被认为

是复杂问题，因此简单问题和延拓参数成为延拓方法

的两个主要因素。本文以二体模型下的转移轨道为例

介绍两类延拓方法。第2节将简要介绍小推力轨道优化

问题，并对Bang-Bang控制求解方法进行评述；第3、
4节分别描述了两类延拓方法；第5节对比了两类解

法，指出各自的优势与特点；第6节描述了延拓方法的

应用展望；第7节为本文总结。

1    小推力轨道优化问题与Bang- Bang控
制求解方法

在单一引力场中（例如以太阳或者地球为中心）

且不考虑摄动影响，航天器动力学方程如下

ṙ = v (1)

v̇ = − µ
r3 r +

F
m
α (2)

ṁ = − F
geIsp

(3)

r = ∥r∥

∥α∥ = 1

ge = 9.806 65 m/s2

0 6 F 6 Fmax

其中：r为的航天器的位移矢量， ；v为航天器

的速度矢量；μ为中心天体引力常数；F为推力幅值；

m为航天器质量；α为推力方向； ；ge为地球水

平面重力加速度（ ）；Isp为比冲。

对于小推力轨道，推力幅值 F存在最大值，即

。对于脉冲转移轨道，近似认为推力F无
穷大，即航天器在发动机开启瞬时获得一个速度增

量，实现轨道转移，其作用时间可以忽略不计。

[r0, v0]

[rf , vf]

航天器转移轨道的最优控制问题可以描述如下：

给定航天器在初始时刻t0的轨道状态 和质量m0，

要求航天器在末端时刻tf转移至目标轨道状态 ，

寻找最优推力方向和大小，在保证约束的条件下使燃

料消耗最少，性能指标可以表示为

J = min [−m (tf)] (4)

[r0, v0]

r (tf)

v (tf)

已知航天器初始轨道状态 ，可通过微分方

程（1）和（2）积分求得末端时刻的位置矢量 和

速度矢量 ，末端约束条件为

 

ψ =

[
r (tf)
v (tf)

]
−

[
rf
vf

]
= 0 (5)

依据最优控制理论[3]，可以构造系统的哈密尔顿

函数

H = λT
r ṙ + λT

v v̇ + λmṁ (6)

其中：λr为位置矢量r对应的协态变量；λv为速度矢量

v对应的协态变量；λm为质量m对应的协态变量。协态

变量的微分方程为

λ̇r = −
�H
�r
=
µ

r3 λv −
3µ
r5 rrTλv (7)

λ̇v = −
�H
�v
= −λr (8)

λ̇m = −
�H
�m
=

F
m2 λ

T
vα (9)

m (tf)由于末端质量 并无约束，并且性能指标与之相

关，协态变量λm在末端时刻tf的值为

λm (tf) =
�J

�m (tf)
= −1 (10)

α∗

�H/�α∗ = 0

∥α∥ = 1

依据庞特里亚金极小值原理[12]，最优推力方向 应满

足 ，并且对于任意推力方向均满足

，可推导出最优推力方向

α∗ = − λv

∥λv∥
(11)

由于哈密尔顿函数与推力幅值F为线性关系，可推导出

最优推力幅值应满足Bang-Bang控制
F = 0 if S > 0
F = Fmax if S < 0
0 < F < Fmax if S = 0

(12)

S =
�H
�F
= λT

v
1
m
α∗ − λm

geIsp
= −∥λv∥

m
− λm

geIsp
(13)

λr (t0) λv (t0) λm (t0)

其中S为Bang-Bang控制的开关函数，暂不考虑S = 0的
奇异情况。最终，最优控制问题转化为如表 1所示的

常微分方程两点边值问题，式（11）～（13）为推力

控制取得最优解的必要条件。由于初始时刻的协态变

量（ 、 、 ）需要进行初值猜测，并且

转移轨道的推力开关序列无法事先给出，该两点边值

问题的求解显得非常困难。

表 1    燃耗最优小推力转移轨道的两点边值问题

Table 1    Two-point boundary value problem of fuel-optimal
low-thrust transfer trajectory

初始条件 动态过程 末端约束

已知量：r0、v0、m0 式（1）～（3） 式（5）
λr (t0) λv (t0) λm (t0)未知量： 、 、 式（7）～（9） 式（10）
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为了求解满足最优性必要条件的小推力转移轨道，

可以首先预设开关序列，然后验证求解的小推力转移

轨道是否满足必要条件。若不满足必要条件，则需要

对开关序列进行调整，并且对调整后的结果再次验证，

直到求解的转移轨道满足最优性必要条件为止 [13 -17 ]。

Fowler[18]等求得至多有一个滑行段的Bang-Bang控制

轨道。Dixon [ 1 4 ]提出了一种改进开关序列的方法。

Bartholomew-Biggs[16]等首先求解全程推进的小推力轨

道，然后依据开关函数不断增加滑行段，求解出“开–
关–开”和“开–关–开–关–开”序列的Bang-Bang控制（其

中“开”表示推进段，“关”表示滑行段）。Chuang等
通过增加飞行时间，由少数推进段的转移轨道求得更

多推进段的转移轨道，算例中实现了由两个推进段增

加到三个推进段的转变[19-20]。这些算法总体而言需要更

多人为参与，因而计算效率不高，目前都未成为通用

方法。

另一种方法是经过分析转移轨道设计需求后设定

开关序列并进行求解，不对优化结果进行开关函数等

必要条件的验证。Redding[21-22]设计转移至太阳同步轨

道的飞行轨迹时，只在近地点和远地点附近设计推进

段。Gao[23]基于对轨道段和推力方向对轨道根数改变效

率的分析预设了一个轨道周期内的开关序列规律，用

于求解多圈转移轨道，Zuiani[24]应用类似方法实现了

Bang-Bang控制轨道求解。Goodson[19, 25]等提出将多段

小推力轨道拼接起来形成具有大量开关序列的转移轨

道。此类方法可以快速求解有较多开关切换的转移轨

道，但无法保证该解满足最优性必要条件。

在传统的直接法、混合法中，将推力幅值时间函

数离散化，即可通过直接优化得到推力幅值变化曲

线。由于推力幅值的变化是有梯度的，无法得到开关

瞬时切换，即难以直接形成理想的Bang-Bang控制，需

要经过后续的分段处理。利用直接法、混合法求解

Bang-Bang控制可参考文献[26~35]。另一方面，开关

函数的最优性必要条件一般不在直接法或混合法中设

定，从而在很大程度上降低了协态变量敏感性。因此，

传统的直接法或混合法失去了基于必要条件判断最优

性的依据，即使它们可以更加高效地得到可行解。

延拓方法是目前求解最优Bang-Bang控制的有效方

法，而且越来越广泛地被用于小推力转移轨道设计。

本文中，我们将已有的延拓方法分为两类：能量–燃耗

同伦方法和开关序列切换延拓方法。能量–燃耗同伦方

法是指首先求解满足约束的能量最优转移轨道，然后

通过对性能指标的延拓最终求解燃耗最优转移轨道。

开关序列切换延拓方法是指从一个满足Bang-Bang控制

必要条件的燃耗最优解出发，通过参数延拓直接求解

另一个满足Bang-Bang控制必要条件的燃耗最优解，并

且在延拓过程中依据开关函数变化切换开关序列。第

2、3节将详细介绍这两种延拓方法。

2    第一类解法：能量–燃耗同伦方法

求解燃耗最优的小推力轨道之所以困难，原因在

于最优控制对应的推力幅值变化不连续（Bang-Bang控
制形式），难以直接得到最优的开关序列。与燃耗最

优转移轨道不同，能量最优转移轨道对应的推力幅值

随时间变化连续可导，相较于Bang-Bang控制被认为较

容易求解的一个主要依据。基于延拓方法的思想，可

以先求解简单的能量最优转移轨道，然后通过延拓转

移时间、推力幅值、引力系数、约束条件等求得复杂的

能量最优转移轨道，最后对性能指标进行延拓（能量–
燃耗同伦过程）求解最优Bang-Bang控制。Bertrand[36]

利用能量–燃料同伦方法求解了最优Bang-Bang控制问

题。Haberkron[37]应用始端轨道根数延拓求得能量最优

轨道，而后应用性能指标延拓得到最小燃耗转移轨

道。Gergaud[38]对文献[37]中的方法进行了更为严密的

论证，并且提出在转移时间没有限制的条件下不断增

加转移圈数，Bang-Bang控制小推力轨道最终接近于脉

冲转移轨道[39]。Martinon[40]提出在此同伦方法的积分中

加入开关检测，提高了打靶法的计算效率，并且求解

出具有大量开关切换的小推力轨道。

能量最优转移轨道的性能指标一般定义为

J = min
(∫ tf

t0
u2dt

)
(14)

u = F/Fmax u ∈ [0, 1]其中 ， 。此时最优控制对应的推力

幅值随时间变化连续可导，各优化算法更容易处理此

类问题，求解出满足约束的小推力转移轨道。为了求

解燃耗最优转移轨道，可以将性能指标式（4）等价转

化为

J = min
(∫ tf

t0
udt

)
(15)

并且通过延拓参数ε构造新的性能指标

J = min
{

Fmax

geIsp

∫ tf

t0
[u − εu (1 − u)] dt

}
(16)

ε ∈ [0, 1]

Fmax/
(
geIsp

)
其中 。当ε = 1时，性能指标式（16）为能量

最优形式；当ε = 0时，性能指标式（16）为燃耗最优

形式。性能指标中乘以常数 并不改变最终

寻优结果。

由于构造了新的性能指标式（16），对应的哈密
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尔顿函数为

H = λT
r ṙ + λT

v v̇ + λmṁ +
Fmax

geIsp
[u − εu (1 − u)] (17)

可以推导出最优推力幅值满足

u∗ =


0 if ρ > ε
ε − ρ

2ε
if − ε 6 ρ 6 ε

1 if ρ < −ε
(18)

ρ = 1 −
geIsp∥λv∥

m
− λm (19)

[r0, v0,m0]
[λr (t0) , λv (t0) , λm (t0)]

其中：ρ为能量–燃耗同伦过程的开关函数。在能量–燃
耗同伦过程中，初始时刻的状态量 和协态变

量 通过式（1）～（3）、式

（7）～（9）积分，在积分过程中实时检测开关函数

ρ的值，并且依据式（18）设定推力幅值，采用优化算

法（例如打靶法）满足末端时刻约束条件式（5）和

式（10）。将能量最优小推力转移轨道作为延拓过程

的初始解（ε = 1），逐步减小延拓参数ε进行迭代优

化，将上一次优化结果作为下一次优化的初值，最终

求得燃耗最优的小推力转移轨道。从能量最优延拓至

燃耗最优的过程中，由于数值积分过程内嵌了开关检

测，保证了最终的Bang-Bang控制满足一阶必要条件。图 1
为能量–燃耗同伦方法延拓过程中推力幅值的变化示意

图，当ε = 1时推力幅值随时间变化为一条连续可导的

曲线，随着延拓系数ε不断增加，推力幅值不断接近

Bang-Bang控制形式；当ε  = 0时推力幅值为标准的

Bang-Bang控制形式。

自2008年以来，能量–燃料同伦方法得到了广泛的

应用[41-57]。Petukhov提出了末端条件延拓和引力常数延

拓两种延拓方法求解能量最优轨道的方法[41]，而后通过

在开关函数中构造延拓变量的方法得出燃耗最优轨道[42]。

Caillau[43-44]利用能量–燃料同伦法求解圆形限制性三体

模型下的最优Bang-Bang控制转移轨道。Olympio[45]、

Guo等 [46-47]和Jiang等 [48]采用能量–燃料同伦方法的同

时，考虑了引力辅助的情况。Li等[49]实现了相对运动

模型下的燃耗最优的Bang-Bang控制轨道求解，并给出

了相对运动模型下能量最优转移轨道的协态变量近似

解析形式。Tarzi等[50]将延拓方法与轨道平均技术相结

合，先用延拓方法求解协态变量初值，然后通过能量–
燃料同伦方法求得多圈转移轨道，同时考虑了太阳光

压、地影、近地点等约束。Zhang[51]采用能量–燃耗同

伦求解“日–地–月–航天器”四体模型下的小推力轨道。

Chen等[52]也通过能量–燃料同伦法设计出通过两次火星

借力转移至主带小行星的转移轨迹。Zhang等[53]考虑了

能量约束和太阳能帆板效率下降情况下燃耗最优转移

轨道。Zhang等[54-55]在限制性三体模型下先通过推力幅

值延拓求解出能量最优转移轨道，再通过延拓性能指

标求得上百圈的燃耗最优转移轨道。陆毅[56]在第5届全

国空间轨道设计竞赛中实现了载人小行星探测的Bang-
Bang控制轨道设计。黄岸毅[57]等人在全局轨迹优化竞

赛中采用此方法完成了连续交会小行星的任务设计。

虽然能量最优转移轨道收敛域更大，但对于推力取常

值的问题，能量最优解只是一个中间解，推力幅值随

时间变化，无法成为常值推力转移轨道的可行解。

3    第二类解法：开关序列切换延拓方法

Fmin

F > Fmin

F → +∞

开关序列切换延拓方法是基于混合法提出的一种

参数延拓方法，主要为了弥补原方法中预先猜测开关

序列的不足（预先猜测的开关序列可能不是最优方

案）。该方法源于通过推力幅值延拓求解满足Bang-Bang
控制的小推力轨道[58]。对于第2节中的两点边值问题，

存在一条燃耗最优全程推进的最小推力轨道（F = ），

推力方向满足式（11），开关函数满足S ≤ 0。当推力

幅值增加时（ ），转移轨道出现滑行段，可

以求得满足Bang-Bang控制的小推力轨道。当推力幅值

继续增加至 时，推进段时间可以忽略不计进

而采用脉冲代替，此时开关函数满足S ≥ 0，并且仅在

脉冲时刻有S = 0。图 2为不同推力幅值对应的开关函

数曲线示意图。受到图 2的启发，满足Bang-Bang控制

的小推力轨道可以通过全程推进的最小推力轨道延拓

推力幅值求解。

 
图 1    能量–燃耗同伦方法延拓过程推力幅值变化示意图

Fig. 1    Schematic diagram of thrust-amplitude variation in the continuation
process of energy-fuel homotopy

 
图 2    不同推力幅值开关函数示意图

Fig. 2    Schematic diagram of switching function with respect to different
thrust amplitude
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F = Fmin

为了求解最小推力转移轨道，首先以兰伯特算法[60]

求解的两脉冲转移轨道作为两点边值问题的初值，然

后优化求解具有“开–关–开”序列的小推力轨道。随着

推力幅值不断降低，推进时间不断增加，可以求解出

全程推进的最小推力轨道（ ）。这一延拓步骤

得到的最小推力转移轨道无需为协态变量提供初值[63]。

Shen在文献[64~66]中分别给出了二体模型和三体模型

下脉冲转移轨道的初值猜测方法，但文献中初值猜测

方法提供的协态变量初值并不是原始最优控制问题的

初值，而是辅助最优控制问题的初值，然后通过对性

能指标数值延拓求解原始最优控制问题的协态变量，

并且此方法是否适用于小推力轨道也有待进一步讨论。

F = Fmin + δF

以最小推力转移轨道为起始解，推力幅值增加一

个小量δF（ ，记为F0，其中δF ＞ 0），

转移轨道出现滑行段（S ＞ 0），可求得满足Bang-Bang
控制的小推力转移轨道。接下来延拓推力幅值，延拓

策略如下：

Fn+1 = (1 + c) Fn, n = 0, 1, 2, · · · (20)

Fn+1

S (ti) = 0

[r0, v0,m0]

[λr (t0) , λv (t0)]

[r (tf) , v (tf)]

其中：c为延拓步长系数，并且c ＞ 0，并可采用适当

的自适应策略选取。采用如表 2所示的非线性参数优

化模型NLP（Nonlinear Programming）求解推力幅值为

的小推力转移轨道。表 2中ti为开关切换时刻，由

式（12）可知应满足约束条件 。Fn最优解作

为NLP中优化参数的初值，由初始状态 和协

态变量 通过式（1）～（3）和式（7）～

（8）积分求得末端时刻轨道状态 ，并要求

满足等式约束。协态变量λm可由式（9）和（10）从

tf向t0积分，并计算开关函数式（13）。

Fn+1

Fn+1

Fn+1

Fn+1

S (t0) S (tf)

Fn+1

若NLP不收敛，则减小延拓步长c，直至NLP收敛

为止；若NLP收敛，并且 收敛解满足式（12），

则收敛解为 的燃耗最优解，满足Bang-Bang控制必

要条件，若 收敛解不满足式（12），则表明收敛

解不是 的燃耗最优解，开关序列需要切换以满足

Bang-Bang控制必要条件。开关序列的切换规则与开关

函数S中四类特征值有关：局部极大值SU、局部极小值

SL、初始值 和末端值 ，如图 3所示。通过比

较 收敛解和Fn最优解，如果某特征值在优化前后

的正负号发生改变，则表明开关序列需要切换。开关

序列切换准则如表 3所示。当推力幅值延拓至目标推

力幅值时延拓停止，最终求得满足Bang-Bang控制必要

条件的小推力转移轨道。

F = Fmin

推力幅值延拓只是开关序列切换延拓方法的一个

示例，延拓参数还可选取转移时间、相位角等。开关

序列切换延拓方法的思路为：从一个满足Bang-Bang
控制必要条件的小推力转移轨道出发，通过参数延拓

直接求解另一满足Bang-Bang控制必要条件的小推力转

移轨道，在延拓的过程中跟踪开关函数变化，并依据

表 3中的准则切换开关序列。推力幅值延拓过程可视

为：已知 的燃耗最优小推力轨道满足Bang-Bang
控制必要条件，通过延拓推力幅值，求解出目标推力

幅值的燃耗最优小推力轨道。此方法不再利用能量最

优解作为一个中间过渡而直接进行参数延拓，并且延

拓过程检测开关函数后再设定开关序列。若采用推力

幅值延拓方法进行大规模的优化，在延拓过程中严格

满足最优性一阶必要条件将影响计算效率，可以考虑

适当放宽约束条件，快速求得次优解以利于全局寻

优，相关内容有待进一步研究。

朱小龙等[58]利用推力幅值延拓求解相对运动线性

化模型下满足Bang-Bang控制的小推力转移轨道和多脉

表 2    NLP：Bang-Bang控制小推力轨道优化模型

Table 2    NLP: the optimization model of low-thrust trajectory
with Bang-Bang control

优化参数 性能指标 等式约束

λr (t0) λv (t0)， ，ti min [−m (tf)] r (tf) = rf v (tf) = vf S (ti) = 0， ，

表 3    开关序列切换准则

Table 3    The principle of thrust switching
特征值 特征值变化 重置开关序列

SU
N→P 增加滑行段

P→N 减少滑行段

SL
N→P 减少推进段

P→N 增加推进段

S (t0)

Ṡ (t0) > 0P→N且 增加推进段

Ṡ (t0) < 0P→N且 减少滑行段

Ṡ (t0) > 0N→P且 减少推进段

Ṡ (t0) < 0N→P且 增加滑行段

S (tf )

Ṡ (t0) > 0P→N且 减少滑行段

Ṡ (t0) < 0P→N且 增加推进段

Ṡ (t0) > 0N→P且 增加滑行段

Ṡ (t0) < 0N→P且 减少推进段

     注：N表示负数，P表示正数

 
图 3    开关函数特征值示意图

Fig. 3    Schematic diagram of the characteristic values of the switching
function
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冲转移轨道，并且提出了临界推力的概念。所谓临界

推力是指使得开关函数部分特征值为零对应的推力，

此时开关序列奇异，出现某个瞬时的开关序列既可以

是“开”也可以是“关”。Chuang等也在求解Bang-Bang
控制时发现了此现象，但没有进行分析讨论 [ 1 9 ]。随

后，朱小龙等通过延拓方法求解了月面转移的“开–
关–开”推力序列的燃耗最优轨迹[59]。朱政帆利用该方

法求解了卫星编队重构的最优控制问题（第7届全国空

间轨道设计竞赛乙组题目）[61]，利用状态变量方程与

协态变量方程解耦的特性实现了相对运动模型中的多

圈转移轨道设计。孟雅哲[62] 将相对运动方程拓展到二

体模型采用无奇异轨道根数模型求解最优Bang-Bang控
制的两点边值问题，利用推力幅值延拓能够求解不同

开关序列的小推力轨道。朱政帆等[63]开展了进一步的

深入研究，一方面对延拓参数为转移时间和末端相位

角的情况进行了探讨，给出了更多的算例，而且算例

表明延拓参数存在极限值，开关序列相应地从存在

“开”和“关”的Bang-Bang控制通过延拓切换序列最终为

全程推进；另一方面，从不同两脉冲解出发（飞行圈

数不同，但对应同一个问题），针对同一个两点边值

问题求解出不同的Bang-Bang控制小推力轨道，且均满

足最优性必要条件。

4    两类延拓解法之比较

简而言之，两类解法均以参数延拓为基础。第一

类解法首先求解能量最优解，然后采用能量–燃耗同伦

得到最优Bang-Bang控制；第二类解法则引入推力开关

切换准则，从双脉冲解开始通过参数延拓最终得到最

优Bang-Bang控制。通过进一步分析，两类解法之比较

可以体现在以下几个方面。

1）第一类解法已被应用于多种小推力转移轨道问

题的求解，包括中途约束[46-48]与多圈转移轨道（包括限

制性三体模型中的上百圈转移轨道）[50-55]。第二类方法

还没有证明有同样的能力，目前仅求解了相对运动模

型与二体模型转移轨道，且转移圈数较少（十几圈的

量级[63]）。对于线性化相对运动模型，能量最优解可

以解析得出[49]，因而第一类解法计算效率更高。

2）对于二体模型转移轨道，在协态变量初值猜测

方面，第一类解法在求解相对简单的能量最优轨道时

仍需猜测协态变量初值。第二类解法则可从双脉冲解

（由兰伯特算法求得）开始通过推力幅值延拓得到最小

推力全程推进解（满足最优性必要条件）以及Bang-Bang
控制最优解，这样可以无需提供协态变量初值。

3）若转移轨道问题（二体模型转移轨道）的系统

参数发生变化（如转移时间、推力幅值、目标轨道相

位角等），第一类解法需重新计算对应的能量最优解

（可利用已有能量最优解作为初解通过参数延拓求

得），然后再实施能量–燃料同伦过程得到Bang-Bang
控制最优解。对于第二类解法，采用已有Bang-Bang控
制最优解作为初解，直接延拓变化参数即可得到新的

Bang-Bang控制最优解。相对之下，第二类解法无需求

解能量最优解，因而计算效率更高。

4）第二类解法可以找出延拓参数的临界解（如推

力幅值、时间、目标轨道相位角等），临界解表明开

关函数或Bang-Bang最优控制具有分岔特性，成为

Bang-Bang最优控制的另一种奇异状态（开关函数恒取

零是已知的一种奇异状态）。第一类解法暂无策略处

理此奇异现象，针对求解包含临界参数的转移轨道问

题，可能会遇上迭代收敛困难的情况。

5）第二类解法通过延拓推力幅值，最终可以求出

最优脉冲转移轨道，特别是多脉冲最优解。除此之

外，还有望求解脉冲与有限推力混合推进最优控制问

题。第一类解法目前暂不具备该项功能，没有考虑求

解最优脉冲转移轨道问题。

6）对于同一个二体模型转移轨道问题，双脉冲解

可能对应多解（通过兰伯特算法求解的多圈转移轨道

具有多解特性），那么通过推力幅值延拓，即有可能

得到有限推力（以及多脉冲）的多解情况。也就是

说，第二类解法提供了一种得到最优多解的计算途

径。第一类解法暂未涉及讨论Bang-Bang控制多解问

题，也没有探讨能量最优解的多解特性。

5    延拓方法应用展望

实际上，两类延拓解法可以融为一体，延拓参数

设定可以有多种不同方案，如指标参数延拓、任务参

数延拓、模型参数延拓、约束条件参数延拓等，从而

建立起基于延拓设计的求解空间小推力Bang-Bang控制

转移轨道的优化设计方法体系。延拓方法提供了基本

转移轨道问题的Bang-Bang控制局部最优解的计算途

径，为进一步的转移轨道设计提供了满足最优性必要

条件的最佳初解。

本节简要展望本文所述延拓方法的应用前景，问

题背景包括：多目标巡游转移轨道、复杂引力场转移

轨道、全局最优解与帕累托前沿解、小推力多圈转移

轨道、星群编队与博弈问题、Bang-Bang制导控制律自

主生成、人工智能轨道优化。

1）对于多目标巡游探测飞行轨道，整条轨道可以

分为多段基本转移轨道，中途约束表现为目标飞越、
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交会、停留等。一般可以采用双脉冲轨道拼接得到整

条轨道，然后通过延拓方法求解基本转移轨道（可设

法实现并行计算），最后进行整体或部分轨道优化得

到最终设计结果。对于整体轨道优化的中途约束，可

以推导出最优性必要条件，也可以不再加以考虑，只

考虑满足状态约束即可。

2）一般而言，相对运动转移轨道（圆轨道与椭圆

轨道线性化相对运动方程）最容易求解，其双脉冲或

能量最优解均能解析得到；其次是二体模型转移轨

道，圆形限制性三体与多体星历模型转移轨道求解则

更有难度。例如，在三体模型下延拓模型参数可能出

现非线性分岔，延拓方法是否需要针对分岔现象进行

改进仍需要进一步探讨。如果建立模型之间的参数延

拓方案，那么可以将各类模型转移轨道关联起来，即

有望先求解简单模型转移轨道，然后通过延拓求解复

杂引力场转移轨道问题。

3）从多个初解出发，通过设置不同的延拓路径

（或实现延拓路径的自动选择），可利用并行计算自

动且更加快速地求得一系列Bang-Bang控制最优解。在

给定参数及其定义域的情况下，可以通过并行计算延

拓方法更高效地得到全局最优解以及帕累托前沿解，

有助于任务设计者对任务参数开展折中分析（Trade
Study）。

4）当转移圈数足够多（如数百圈），Bang-Bang
控制的开关切换次数非常多，转移轨道优化问题求解

会变得越来越困难。多圈数转移轨道较多采用轨道平

均化方法求解，得到的解由平均轨道根数表示。以平

均轨道根数解为参考，通过构建多参数交叉延拓方案，

有望能够进一步求解由瞬时轨道根数表示的Bang-Bang
控制多圈转移问题。

5）延拓方法对于Bang-Bang制导控制律自主生成

具有潜在应用价值。当前状态偏离标称轨道，特别是

线性反馈跟踪控制律失效的情况，可以利用当前或末

端状态延拓的方法得到新的Bang-Bang最优控制律。该

方法基于模型预测，与基于误差的反馈控制律结合一

起，有望在自主制导方面发挥更大的作用。当然，延

拓方法计算效率还有待进一步提升。

6）星群编队与博弈的小推力转移轨道主要探讨单

颗卫星转移轨道局部最优解的组合方案，从而实现星

群整体控制层面的最优性能指标。由于卫星数目多，

直接求解多星Bang-Bang控制并不容易。可采用首先求

解单星的转移轨道，设置合理可行的多参数延拓方

案，即可得到一系列局部最优解，然后将多颗星的局

部最优解组合为多星最优解。针对星群编队与博弈问

题，往往需要考虑计算时间约束，即在给定的计算时

间内得到尽可能最优的解，这也涉及到制导控制律自

动生成问题。

6    人工智能轨道优化的探讨

本文提出一个新的概念：人工智能轨道优化。此

概念是指给出复杂飞行轨道优化设计问题描述，计算

机可以模拟人的思考方式自动进行优化设计。为了实

现这个目标，可以将问题求解分为三个基本步骤：初

解、延拓和拼接。人工智能方法也可遵循这个设计步

骤，并在每一步均遵循特定的自动计算方法。

初解可以理解为最容易得到的解，可能并不满足

问题约束的解，比如本文所述的能量最优解（第一类

方法）与双脉冲解（第二类方法）。初解可以还有其

他形式，如多脉冲解或特定推力解等。初解最好是解

析形式并无需迭代，这样可以适应大范围的问题参数

空间。通过并行计算可以获得大量对应不同参数的初

解，并从中选取较好的局部初解。

延拓解法的基本思路是从已知解得到未知解（包

括从初解开始延拓）。延拓可以提供某些系统参数在

一定取值范围内的局部最优解。在这一步中，从较好

的局部初解出发，通过延拓即可得到最优推力方向，

包括得到Bang-Bang控制。延拓过程一般需要进行数值

迭代，如何提高迭代效率值得深入研究。

将局部最优解按照时间顺序拼接起来（后者其它

组合方式），即可得到更加复杂的飞行轨道。这一步

骤主要关注组合优化的全局最优性，同时组合优化算

法的计算效率也是值得研究的问题。在这一步使用遗

传算法，可以更好地发挥算法的优势。但针对初值、

延拓的计算需求，遗传算法的优势往往难以体现。

总而言之，初解、延拓与拼接的求解步骤为人工

智能轨道优化提供了潜在的实现途径。与直接采用进

化算法求解不同，基于初解（如双脉冲解）、延拓与

拼接的思想有望让计算机更加智能化，初解选择延拓

起点，延拓注重获得局部最优解，拼接注重获得全局

最优。初解、延拓与拼接方案的设定可以借助机器学

习的思想，通过让计算机不断求解转移轨道问题，总

结规律与积累经验，从而能够高效地求解新问题。当

然，以上仅为概念设想，但值得开展创新研究。

7    结束语

本文介绍了空间小推力Bang-Bang控制转移轨道的

两类延拓解法。第一类解法主要采用能量–燃耗同伦得

到最优Bang-Bang控制；第二类解法则以推力开关切换
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准则为依据通过参数延拓最终得到最优Bang-Bang控
制。对于不同类型转移轨道问题，两类解法各有优

势。第二类解法在传统直接/间接混合法的基础上，解

决了此前无法准确预设开关序列的问题。将两类延拓

方法融为一体，有望进一步认识与理解复杂转移轨道

问题的求解方案，并有望建立系统的空间小推力轨道

优化的方法体系。最后，探讨了基于初解、延拓与拼

接的人工智能轨道优化新概念。
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Survey of Two Classes of Continuation Methods for Solving Optimal Bang-Bang
Control of Low-Thrust Space Trajectories
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Abstract：The optimal Bang-Bang control problem of low-thrust space trajectories is introduced. Two classes of continuation

methods are described：the first solves the energy-optimal solution，and subsequently employs the energy-fuel homotopy to obtain

the optimal Bang-Bang control；the second introduces a switching principle，and obtains the optimal Bang-Bang control through

parameter continuation starting from a two-impulse solution. The two continuation methods are compared，and the advantages and

characteristics of the two methods are discussed. The prospects of the continuation methods applying to more complicated low-thrust

trajectory designs are proposed. The concept of artificial intelligence trajectory optimization is presented，which contains three

aspects：initial solution，continuation，and patching.
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