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摘    要： 基于Planetary Data System(PDS)公布的433 Eros多面体模型，使用多面体模型法计算了433 Eros的表面引力加

速度分布情况，并研究了该方法在不同精度的多面体模型下的计算时间和误差。实验结果表明：1)多面体模型法的时间复

杂度为O(n)；2)在以433 Eros为目标天体的着陆导航与制导控制相关仿真计算中，使用面数为22 540的多面体模型进行引力

加速度计算，可以同时满足计算速度和精度的要求，并且由于计算速度接近实时，可用于半物理仿真实验中。
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0    引    言
小行星探测一直是深空探测领域的研究热点，自

20世纪90年代开始，美国、日本、欧盟已发射了多个

探测器用于对小天体进行探测研究。截至目前，只有

3个探测器成功在小天体上实现了着陆，分别是“会合–
舒梅克号(Shoemaker)”(2001，美国)、“隼鸟号(Muses-
C)”(2005，日本)、“罗塞塔号(Rosetta)”(2014，欧盟)。
美国于2007年发射了“黎明号 (Dawn)”探测器，于

2011年7月进入灶神星轨道，在经过一年多的绕飞探测

之后，于2012年9月离开灶神星，驶向谷神星，并于

2015年3月进入谷神星轨道，目前在轨运行。日本于

2014年12月发射了“隼鸟2号(Hayabusa 2)”，预计于

2018年7月到达目标小天体162173 Ryugu，并计划进行

为期一年半的探索和着陆采样后，于2020年返回地

球。即将要发射的探测器为OSIRIS-Rex，预计于

2016年由NASA发射，任务计划7年，将对目标小天体

101955 Bennu进行着陆与采样返回。

相对于地球、火星等近似于圆球状的行星，大多

数小天体形状极不规则，所以其附近的引力场极其复

杂，这使得小天体轨道动力学、绕飞、着陆导航与制

导控制等相关研究变得异常困难。相关学者对不规则

小天体的引力场建模已经做了大量研究，目前的方法

主要有：球谐函数法 [1]、质点群法 [2]和多面体模型

法[3–4](为了防止与术语“多面体模型”混用，下面统一使

用“多面体法”表示基于多面体模型的引力场建模

方法)。球谐函数法通过无穷级数来逼近小行星的引力

势函数，但其主要问题在于缺乏轨道数据来确定球谐

系数Cnm和Snm，而且其收敛性依赖于位置，当所计算

的位置接近于有效半径时，收敛非常缓慢，当所计算

的位置位于有效半径(布里渊球)内时，其计算结果会

存在很大的误差甚至完全发散[5]。因此该方法不适用于

小天体表面着陆制导与导航的相关研究。质点群法使

用足够多的体积元(小球体)逼近目标小天体的形状，

从而计算出目标天体的引力场。但是，半径为r的球体

大约只有边长为2r的立方体的体积的52%，当使用体

积元逼近质量连续分布的目标小天体时，大约有

48%的体积为空[4,6]。文献[4]、文献[7]~文献[8]显示，

随着计算点接近目标天体表面，质点群法计算误差随

之增大。多面体法使用多面体模型来逼近不规则小行

星的形状，进而通过积分变换对引力场体积分进行处

理，求出任意多面体的引力势能，所以可以用于任意

不规则匀质小天体的引力场建模，目前将该方法已广

泛用于不规则小天体引力场特性分析及其轨道动力学

相关研究[6–7,9]。相对于球谐函数法和质点群法等方法，
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多面体法可以对匀质不规则小天体表面附近引力进行

更为精确的计算，因此更适用于不规则小天体着陆导

航与制导控制相关研究。文献[10]~文献[12]将其用于

小天体着陆燃耗最优控制研究仿真，但是该方法存在

计算量大的问题[9–10]。在小天体着陆导航控制仿真中，

需要不断计算不同位置引力加速度，以此进行轨道数

值积分计算，此过程将会耗费大量时间，部分文献为

了减少计算量，将球谐函数法和多面体法进行了结

合[7,9–10]，即在有效半径外，使用球谐函数法，当探测

器位置小于有效半径时，使用多面体法进行仿真计

算。然而，相关文献并没有对多面体法的时间复杂度

进行分析，也没有分析不同精度的多面体模型对计算

误差造成的影响。对这些问题的研究，有助于确定是

否可以选择适合精度的小天体多面体模型，既满足计

算精度的要求，又可以提高计算速度，减少相关研究

仿真实验计算时间，甚至达到实时计算，使用于半物

理仿真中。

因此，本文基于Planetary Data System(PDS)公布的

433 Eros多面体模型[8]做了以下工作：使用多面体法计

算了433 Eros表面的引力加速度分布情况；分析了不同

精度多面体模型对多面体法计算时间和误差造成的影

响；确定了以433 Eros为目标天体的着陆导航与制导控

制相关仿真计算中，同时满足计算速度和精度要求所

需要的多面体模型精度。

1    多面体模型的引力场建模

多面体模型可用于描述任意物体的形状，目前广

泛应用于计算机三维建模中。多面体模型的引力场建

模[3–4]为
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其中：r为计算点的位置向量；G为万有引力常量；ρ为
小天体密度；re为计算点到多面体棱边e上任意一点的

向量； ，为3×3矩阵； 为

平面A的单位法向量； 为平面A的边的单位法向量；

、 为平面B的相关法向量，其定义与平面A类

似； ，其中r1、r2为计算点到棱边

e两个端点的距离，e12为棱边的长度；rf为计算点到平

面f任意一点的向量； ，为3×3矩阵， 为

平面f的单位法向量； ， ，

，r i、r j、

rk分别为计算点到平面三角形f三个顶点的向量，ri、
rj、rk为对应三个向量的幅值。

引力势能U对r进行一阶求导，得到引力加速度，

其表达式为
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2    多面体法验证与结果分析
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本文首先验证所实现的多面体法计算结果的正确

性，并对该方法的误差进行初步分析。考虑到匀质球

体的引力加速度有解析解，本文做了如下实验：首先

使用3D Max建立了一个半径为16 km三维球模型，模

型的面数为39 600，顶点个数为19 802个，将该多面体

模型导出为obj格式文件，然后读取模型数据并使用多

面体法计算各检验点的引力加速度，最后将计算结果

与理论值进行比较，其中，检验点为在半径为16~
48 km的三维球空间内随机选取的500个点；匀质球体

的理论引力加速度计算方式为： ，式

中，M为球体质量，r为位置向量， 为其对应的单位

向量，r为r的幅值。本文所有计算中，万有引力常量

G = 6.67×10–11 N·m2/kg2。

本文所有实验使用的计算机为Inter® Core™2
Quad CPU Q9400 @2.66GHZ，内存DDR2 800 4 G，操

作系统Windows 7 32bit，计算所使用语言为Matlab，
版本为R2013a。

定义误差为abs(gp–gt)，其中，gp表示多面体法计

算的加速度大小，gt表示理论计算的加速度大小，同

时定义相对误差为abs(gp–gt)/gt×100%。表1为多面体法

计算结果的误差统计，其中，gx、gy、gz分别表示x、
y、z三个轴向的加速度，g为计算点的加速度矢量幅

值。表1中，最大值、最小值、平均值都是根据理论计

算结果进行统计，可以看出，多面体法计算的误差量

级在10–4 cm2·s–1以下，为了进一步比较，表2和图1分别

给出了计算结果的相对误差统计和相对误差直方图，

从中可以发现，多面体法计算结果相对与理论计算结

果误差大约为0.04%，出现误差的原因是多面体模型并

不能对理想球体的形状进行完美逼近。

3    433 Eros表面引力加速度分布情况计算

实验所使用的433 Eros多面体模型来源于PDS[8]。

其中，Multispectral Imager(MSI)数据提供了6种不同精

度的多面体模型，其面数分别为1 708、7 790、10
152、22 540、89 398、200 700，对应的数据文件为
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eros001708.tab、eros007790.tab、eros010152.tab、
eros022540.tab、eros089398.tab、eros200700.tab，模型

面数越高，其相应顶点数也越多，代表模型的精度越

高，对小天体形状的描述越精确。本文使用多面体法

计算了433 Eros表面的引力加速度分布情况，为了提高

计算精度，使用面数为200 700的多面体模型，433
Eros物理参数为：平均密度2 670 kg/m3，自转周期为

5.27 h。
图2为使用多面体法计算得到的433 Eros表面引力

加速度分布情况，其中，加速度的大小使用不同的颜

色表示，单位为cm/s2。从图中可以看出，由于形状不

规则，导致433 Eros表面的引力加速度分布极其复杂。

根据计算结果，其表面引力加速度最小值约为

0.43 cm/s2，最大值约为0.57 cm/s2。图3为考虑天体自

转引起离心加速度后，433 Eros表面重力加速度的分布

情况，其最小值约为0.25 cm/s2，最大值约为0.56 cm/s2。

4    多面体法计算时间和精度研究

为了进一步研究在不同精度的多面体模型下，多

面体法的计算精度以及耗费时间，本文做了如下两个

实验：第一个实验使用了6个不同精度的多面体模型分

别计算了eros001708.tab文件数据的856个顶点的引力加

速度，并对计算时间、结果误差进行了统计分析，其

中，误差计算以面数最高eros200700.tab文件数据计算

结果为基准；第二个实验为使用两个不同精度的多面

体模型对探测器的轨道进行数值仿真，并对比其仿真

耗时和结果误差。

表 1   半径为16～48 km三维球空间内随机500个点的计算结果统计

Table 1   Statistics of calculation results of 500 points random sampling from sphere space with radian from 16～48 km
 gx/(cm2·s–1) gy/(cm2·s–1) gz/(cm2·s–1) g/(cm2·s–1)

最大值 1.076 1 1.063 6 1.186 3 0.133 1

最小值 0.000 2 0.000 1 0.001 2 1.190 9

平均值 0.160 9 0.167 9 0.262 0 0.411 1

最大误差 4.723 1×10–4 4.139 2×10–4 5.363 1×10–4 5.425 3×10–5

最小误差 6.419 8×10–8 2.983 9×10–8 4.829 8×10–7 5.715 3×10–4

平均值 6.508 2×10–5 7.249 3×10–5 1.086 7×10–4 1.712 9×10–4

表 2   半径为16～48 km三维球空间内随机

500个点的相对误差统计

Table 2   Statistics of relative errors of 500 points random
sampling from sphere space with radian from 16～48 km

%

 gx gy gz g

最大相对误差 0.133 8 0.156 6 0.049 0 0.048 3

最小相对误差 0.004 3 0.034 4 0.025 1 0. 033 3

平均相对误差 0.040 8 0.044 4 0.040 7 0.041 5

 
图 1     16～48 km三维球空间内随机500个点引力加速度相对误差直方图

Fig. 1     Histogram of gravitational acceleration relative error of 500 points
random sampling from sphere space with radian from 16～48 km

 
图 2     433 Eros表面引力加速度

Fig. 2     Surface gravitational acceleration of 433 Eros

 
图 3     433 Eros表面重力加速度

Fig. 3     Surface gravitational acceleration of 433 Eros with centrifugal
acceleration correction
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表3为不同面数多面体模型计算统计结果，可以看

出，随着计算所使用的模型精度不断提高，计算结果

的平均误差和平均相对误差都逐渐减小，但是计算所

花费的时间有所增大。当模型面数为1 708时，平均每

点耗时仅为0.001 7 s，但是其相对误差较高，为

1.077 7%；当模型面数为200 700时，其计算每点所需

耗时为0.318 1 s。

图4为根据表3的统计结果绘制的每个点计算耗

时、相对误差和面数关系双纵轴坐标图，可以看到，

每点耗费时间和面数近乎线性关系。通过对式(2)做进

一步分析，定义多面体面数f，顶点数v，棱边数e，对

于一个封闭的多面体，有e = v + f – 2。若组成多面体

的面全部为三角形，则有e = 3f/2，故有v = f/2 + 2。假

设加法和乘法各占一个时间单元，ln函数和arctan函数

每计算一次时间固定，则式 (2)的运行时间开销为

O(e) + O(f) = O(n)，即多面体法的时间开销为线性的，

理论分析结果与实验结果一致。

根据表3和图4可知，当多面体模型面数为89 398
和200 700时，其每点计算耗时分别为面数约为22 540
的模型耗时的4.5倍和10.5倍，但是平均误差下降趋势

变小，当模型面数为89 398时，其计算结果相对误差

为0.029 3 %，已经接近于面数200 700的模型的计算结

果，即当多面体模型精度达到一定程度后，进一步提

高模型精度，所取得的引力加速度精度提高有限，但

是计算所需时间会继续呈线性增加。值得注意的是，

200 700约为89 398的2.2倍，但是两个模型计算结果相

对误差只有0.029 3 %，这说明，两个模型对433 Eros
的形状已经有很好的描述，使用面数为200 700模型计

算结果作为基准做误差计算，并不影响结论的正确性。

第二个实验做了如下设定：假设探测器初始位置

为x = 0 m，y = 30 000 m，z = 0 m，初始速度为vx =
0 m/s，vy = –3.5 m/s，vz = 0 m/s，不考虑天体自转，坐

标系定义与模型中定义的坐标系一致，探测器所受的

推力为0，在引力的作用下自由运动，轨道时间为105 s，
使用Matlab的“ode45”函数(Dormand-Prince方法)，相对

容差(relative tolerance)设置为10–7，绝对容差(absolute
tolerance)设置为10–8，为了进行对比，使用了面数为

22 540和200 700的模型计算引力加速度，并分别进行

两次仿真，积分所得轨道如图5所示。从图5可以看

出，两条轨道近乎一致，其中，使用面数为22 540和
200 700的模型进行仿真时，计算耗时约分别为29.5 s和
370.9 s，均远小于轨道时间；但是，后者耗时大约是

前者的13倍。仿真结束时，探测器的位置分别为：1)
x = 20 077.567 m，y = –5 599.781, z = 104.504 m；2) x =
20 291.950 m，y = –4 463.600 m，z = 112.328 m；3个
方向误差分别为214.383 m、1 136.180 m、7.823 m，这

说明，随着积分时间的增长，引力计算误差会慢慢累

积。根据文献[13]，“会合–舒梅克号(Shoemaker)”的最

终着路段时间大约为45 min，对仿真时间为45 min后的

轨道误差进行计算，3个方向误差分别为0.087 m、

1.977 m、0.000 4 m，均小于2 m，满足≤5 m的精确着

陆需求。实验过程中，CPU的负载率在50 %上下波

动，考虑到计算所使用CPU为2008年上市，所以在最

新计算机上，上述运行时间还可以进一步缩短，这说

明：1)使用面数为22 540的Eros 433三维多面体模型进

行探测器着陆导航与制导控制相关研究仿真，可以同

时满足计算速度和精度的要求，同时仿真计算所需时

表 3   不同面数多面体模型计算结果统计

Table 3   Statistics of calculation results of polyhedron shapemodel with different facets
面数 顶点数 棱边数 运行时间/s 平均每点耗时/s 平均误差/(cm·s–2) 平均相对误差/%
1 708 856 2 562 1.486 6 0.001 7 5.612 6×10–5 1.077 7
7 790 3 897 11 685 6.810 0 0.008 0 1.883 5×10–5 0.360 9

10 152 5 708 15 228 9.185 2 0.010 7 1.506 5×10–5 0.288 6
22 540 11 272 33 810 26.003 3 0.030 4 7.509 4×10–6 0.144 0
89 398 44 701 134 097 117.542 2 0.137 3 1.526 8×10–6 0.029 3
200 700 100 352 301 050 272.262 7 0.318 1 0 0

 
图 4     不同面数多面体模型运行时间和相对误差

Fig. 4     The execution time and relative error of polyhedron shapemodelswith
different facets
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间大大缩短，此时计算引力加速度每点耗时为0.030 4 s，

接近实时要求；2)在实时控制系统中，一般控制周期

为20～100 ms，假设每个控制周期只需要计算一次引

力加速度，同时在此周期内，探测器所受的引力加速

度恒为此值，那么计算每点≤0.030 4 s的耗时满足实时

计算要求，所以在半物理仿真实验中使用多面体法是

可行的。

5    总    结

本文基于多面体法计算了433 Eros表面的引力加速

度分布情况，研究了多面体法在不同精度多面体模型

下的计算时间和精度问题，实验结果表明：1)多面体

法的时间复杂度为O(n)，随着计算所使用的多面体模

型精度不断提高，计算结果误差逐渐减小，但是计算

所花费的时间呈线性增加；2)当多面体模型精度达到

一定程度后，进一步提高模型精度，计算取得的引力

加速度精度提高有限，所以在仿真实验中，选择一定

精度的多面体模型，可以同时满足计算速度和精度的

要求；3)在以433 Eros为目标天体的小天体着陆导航与

制导控制相关研究中，使用面数为22 540的多面体模

型进行引力加速度计算，可以满足≤5 m的精确着陆需

求，同时计算速度接近实时，可以用于半物理仿真实

验。
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图 5     使用面数为22 540和200 700的多面体模型对探测器轨道仿真计算

Fig. 5     Orbit simulations of spacecraft with 22 540-facets and 200 700-facets
polyhedralmodels
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Research on the Accuracy and Operation Time of Polyhedron Gravity
Model Base on 433 Eros

XIAO Yao, RUAN Xiaogang, WEI Ruoyan
(School of Electronic Information and Control Engineering, Beijing University of Technology, Beijing 100124, China)

Abstract: This paper adopts the polyhedron gravity modeling methodto calculate the surface gravitational acceleration of 433 Eros

using the 3D polyhedron shape models of 433 Eros published by the Planetary Data System(PDS). The accuracy and operation time

with different facets of the 3D polyhedron gravity model are also analyzed. The experiments show that the time complexity of

polyhedron gravity model is O(n). In the simulation of the guidance, navigation and controlfor landing on 433 Eros, using the shape

model with 22 540-facetscan achieve a tradeoff between the computation rate and accuracy.Moreover, since the gravity acceleration

can be computed in real-time, it can be used in the hardware-in-the-loop simulation.

Key words: gravity model; polyhedron model; asteroids; 433 Eros
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